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f(z)dz = —ff(x)dx fiir a < b und fbf(x)dx =0

a

S—o

Integrierbarkeit stetiger Funktionen

A) Stetigkeit u. gleichmiifiige Stetigkeit
Def: (x1,d1), (x2,d2) metrische Rdume. Dann heifit die Abb. f : z; — 29
gleichmifig stetig, falls fiir alle € > 0 ex. ein § > 0 mit da(f(x), f(y)) > €
sofern dy (z,y) < 6.
Bem: f sei gleichmifig stetig = f stetig (trivial)
Satz: f : [a,b] — R sei stetig, so sist f gleichmaiifig stetig.
Bew: Annahme: f ist nicht gleichméBig stetig auf I = [a, b]
dann: 3¢ > 0:V§ > 03x,y € I mit |z —y| < d und |f(z) — fy)| > ¢

Wiéhlen ein solches e, fest.
|z — il <6
[f (@) = fys)l = €
Sei ¢ ein Hip. der Folge (z;);cn (ex. nach Bolzano-Weierstraf}), so ex. eine Teil-
folge (xij)jeny mit lim z;; = c. Anmerkung: lim y;; = ¢
Jj—o0 Jj—o0

Sei §,, := %(nEN,n>O), so Jw;,y; € 1 : {

Beweis des Satzes: f ist stetig, also f(c) = lim f(z;;) = lim f(y;;), also lim (f(zi;)—
j—o0 j—o0 j—oo

f(yi;)) = 0 Also ex. ein j3 € N mit |f(zi;) — f(yi;)| < € Vj > j3. WIDER-
SPRUCH!

Satz: fa,b] — R stetig, so ist f integrierbar auf [a, b].

Herr Roczen hat diesen Satz dann bewiesen, dies 148t sich aber in jedem guten
Mathematikbuch weitaus organisierter nachlesen. :)

Satz: f: I — R, I = [a,b], sei stiickweise stetig, dh. bis auf endlich viele Punkte

¢i € I stetig und so dass lim f(z) und lim f(z) (soweit sinnvoll, d.h. am
x—c;+0 x—c;—0

Rand jeweils der "richtige”) existieren.

Dann ist f integirerbar auf I.

Anmerkung: Es gilt aber z.B. auch: Jede beschriankte monotone Funktion auf
[a, b] ist integrierbar.

Hilfssatz: Sei I = [a,b],a < b, so gilt:

b
i) Sind f,g :— R integrierbar und f(z) > g(z) Va € I, so folgt [ f(z)dz >
b

> g(x)dx

a

b
ii) f:I — R sei stetig und f(z) > 0 fiir € I. Dann gilt: Ist [ f(z)dz = 0,
so folgt f ist die Nullabbildung.



