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Integrale

f(x) sei Funktion mit f’ ( ) = g(x)
Schreibweise: f(z) = [ g(z
A! f eindeutig blS auf Konstante Offensichtliche Regeln:

J(91(2) + g2(2))da = [ gi(x)dx + [ g2(
Je- g( )d:v*c Jg(x da:(cGR)

J (= r)dr = f(z — [ f(z)¢'(x)dz [partielle Integration]
fx"d:v = n%rl -x"+17
[ idz =In|z],

[ f(z)- % = [ f(t)dt, falls z = z(t)

Bestimmung von Grenzwerten

Satz: (Regel von 'Hospital)
f(z), g(x) Funktionen von [a,b[— R,3¢'(x), 3f'(x) auf Ja,b[,¢'(z) # 0,2 €]a, b|
Vor: lim f(x) =0, lirrirog(x) =0.

f'(z)

Es gelte: hm 0 7D

Beh: Dann ex. lim f(z) und ist gleich lim f:(x).
r—a+0 9( ) rz—a+0 9 (z)

Bew: Mittelwertsatz: % = f (C)

flir eine geeignete Zahl c,a < ¢ < x

Ist z,, Folge in ]a,b[ und hm Ty = a, S0 ist Earng = L{en)

en = cplan),a <

 g'(en)
f(zn) _ f'(x) f(z)
cn < Ty also nh_)rrgo s = Iggnw o) also gleich xkﬂo 9

Beisp.: f(z) = e* — 1,g(x) = sin(x), f(0) = 0,9(0) = 0; f, ¢ diffb [in Umgebung
von 0 reicht]

9/(1‘)Zcosx,COSOZLIiI%f:(x) =lim < = < =1= lim £& =1
€Tr—

g (z) — 250 COST cosO 250 g(x)
Variante:
f(z), g(z) stetig diffenrenzierbar bis zur Ordnung n auf I =]a, b[. (d.h. ™ (x), g (z)
existieren u. sind stetig), weiter sei 2o € I und ¢(™ (xq) # 0 sowie g(*)(2¢) =

0,0 <v<nund f(2) =0,0 <v <n Dannex. lim (zgz lim L@

T—T0 T—T0 g™ (z)

Monotonie
f:I—=RI=]a,bl,a<bd
Satz: Falls f’ diffb. in I, so gilt:

1. f monoton wachsend auf I < f/'(z) > 0Vx € 1

2. f streng monoton wachsend auf I < f/(z) > 0Vxz € I und auf keinem
Teilintervall von I ist f'(x) =0

Beweis des Satzes:

1. zz: 7 (=) ,1l Oif(mﬂl) He) f(x)

>
Lt. Vor. gilt: (a) f(z 4+ h) > f(z)Vh

0
> 0; (b) f(z +h) < f(2)Vh <0
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Fall (a): {81 > 0 falls h #£ 0
Fall (b): {EHM=IE) > 0 falls h # 0

— lim LEth=f@) -
h—0 h -
”(«)” Vor: f'(x) >0,z € 1.
77: X1, T2 € I, 21 < x2, dann gilt: f(z1) < f(z2)
Es gilt % = f'(%),x1 < & <z (1. Mittelwertsatz). Da f'(z) >0

und x2 —x1 > 0= f(x2) — f(x1) > 0.

2. 7(=)” Vor: f streng monoton wachsen < f'(x) > 0,z € T
zz: Auf keinem teilintervall Ja/,b'[,a < a’ <V < bist f'(z) =0
Annahme: I’ :=]a’, V'] ist Teilintercall und f'(z) =0 f+r z € I
so folgt: f(z) konstant auf I’, d.h. Jz1,29 € I';z; < 29 mit f(x1) =
f(z2) = Widerspruch!
”(«<)” f(x) monoton wachsend auf I mach 1.)
Annahme: f(z) nicht streng monoton wachsend, dann ex. z1,29 € I, 21 <
zp mit (fy1) = f(22)
Seit © € [x1,22], so ist wegen der Monotonie f(x1) < f(z) < f(z2) =
f(z1) = f(z) = f(x2), daher f konstant auf |z, zo[= Widerspruch.

Allg. Potenfunktion:

a€eR,a>0,a* = evn)

Eigenschaften:

In(a®) = z - In(a)

a1ty = g% . gV

Bew: ¢tV = e(a:+y)-1na = et lnatylna _ gz-lna  pydna, — gz gy q.e.d.
(a*)? = a™¥

a® - b* = (a-b)*

Weitere Eigenschaften:

Umkehrfunktion von a®(a > 0) heifit log, (z).

Es gilt z.B. log,(1) = 0,log,(c- d) =log,(c) + log,(d)

lokale Extrema

Def: f : [a,b] — R sei stetig.

xo € [a,b] heiflit lokales Maximum von f, falls 3¢ > 0 : z € Uc(xo) N [a,b] =
f(z) < f(xo) Satz: ¢ €]a,b[ innerer Punkt und c lokaler Extremwert, sowie f
diffb. in ]a, b, so ist f'(c) = 0.

Prézisierung folgt.



