Mittelwertsatz der Diffenrezialrechnung (1.Mittelwertsatz)
f i [a,b] — Rstetig, dif ferenzierbarin]a, b[(a < b)
Dann gilt: 3¢ €]a, b[mitw = f'(¢)
(Ableitung gleich dem Anstieg derGeraden des Graphen von f)
Beweis:
Definieren eine Hilfsfunktion g(x) := —W(m —a)+ f(z)
= g(a) = f(a),g(b) = f(a)
g(x) erfiillt die Vor. des Satzes von Rolle.
g(a) = g(b), daher e €]a, b[,¢'(c) =0
Esist ¢'(z) = —W—l—f’(x). Weiter ist 0 = ¢'(c) = W—l—f’(c) (Einsetzen
von ¢)
= f'(c) = f(bl);Z(a)
Anwendung auf Bew. des Korollars: Es war zu zeigen: Wenn f :]a, b|— R fiffbar
und f'(x) = 0Vz €la, b[,s0 ist { konstant.
zum Beweis betrachten wir z1,x2 €|a,b[,,z1 < x2, so gilt: Jc €]z, x2[i Cla, b]
mit f'(c) = L2221 Jqenn £ stetif in [21,22] und diffb. in 21, 2], darauf

xr1—T1
konenn wir MWS anwenden.

= 0= f(z2) — f(x1) = f(z1) = f(2)

Verallgemeinerter Mittelwertsatz der Diff-Rechnung: (2.Mittelwertsatz)
f.9 :]a,b] — R(a < b),sowie f,g diffb in ]a, b] mit ¢'(x) # 0firz €]a,bl. Dann

ex. eine Zahl ¢ €la,b 'tLﬂ,,
. cine Zabl ¢ <o, mit IO 6() # gla)

Warum ist dies eine Verallg. 7 Wihlen g(z) =, so ¢'(z) =1

A) Bew: zz: g(b) # g(a); Angenommen, g(b) = g(a), so (Satz von Rolle) 3¢ €]a, b]
mit ¢'(¢) = 0 = Widerspruch

B) Bew der Formel: Definieren Hilfsfunktion h(z) := —% (g(x)—g(a))+
f(z) \

h(a) = —LE=H4 - (g(a) - g(a)) + f(a) = f(a)

hb) = —LB=1E  ((5) — g(a)) + 1) = f(@)

Die beiden haben laut dem Satz von Rolle zur Folge: 3¢ €]a, b[: h'(c) = 0. Also:
0= 1) = 55y () + 0

g(b)f(%()a)f( )
= J'(0) =9'(0) gy 3

£ _ f)—f(a)
= 79 = s —g(ay ded-

Der Taylorsche Satz:
f :[a,b] — R, diffbar in 2 €]a, b[ bis zur Ordnung n+1 (d.h. es ex. f(O)(z), f+V (2)Vz €
Ja, b))
Dann gilt f. alle zg €]a,b[: f(z) = f(z0) + f'(z0)(x — o) + %(m —z0)? +
L) (2 =) + R (@) mit Ry () = S treemsel) (z— )"+, wobe
nl n n (n+1D)! v
9 €]0, 1] geeignet gewihlt in Abhéngigkeit von x €a, b].

Bez: Y L f(")(z0) - (z — 20)” =: pn(z) heift n-tes Taylorpolynom von f. Ry, ()
=0

heiﬁtvl?{estglied nach Lagrange.

Bew: Wéhlen Hilfsfunktion

g(@) = f(z) — pu(@), h(z) = (z — z0)"*!

Es gilt: og(z0) = 0,9 (z0) = 0, ..., g™ (z0) = 0, 9"V (z == f"+V) (2)



(Bew: g(x0)?f(w0) — pn(z0) = f(x0) — f(zo) = 0;9'(w0) = f'(20) — py,(20) =
f’(xo) — (f/(!Eo) -1 + 0 + ..+ 0) = 0)
Weiter gilt: h(zo) = 0, R/ (z0) =0, ..., K" (x0) = 0, ATV () = (n + 1)!

= Zg; = Zggiz((zz)) = Z/gig mit 1 €]y, z] (wihlen oBdA x > x¢)
g'(x1) _ g(z2)—g(zo) _ g"(z2)
W) — h(z)—h(zo) — ()

mit zo €]xo, x1[ (geeignet gewihlt), usw

- g(@) _ 9" (wn) _
= erhalten z1,...,x, mit zg < z, < -1 < ....x7 < T, so dass w2 = W) =

9™ (@) —g"™ (w0)
h() (z,)—h (™) (zq)

(n+1) n : : —Pn
= Zgg = W (xo < @ny1 < my), Einsetzen ergibt: % =
f(n+1)(17n+1)
(n+1)!

Tn41 in|xo, z], daherx, +1 =9+ 9 - (r — x) mit ¥ €]0,1[= f(x) — pn(z) =
f<"“>((w£1-119)(!w—wo)) (z — 20)"+!

Falls f bel. oft diffb., so ist die Reihe Zn: %(m — ()Y nicht immer = f(z)
auch dann nciht, wenn Konvergenz Voﬁ)li:eogt.




