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Was bisher geschah:

Inhalt von Unfoldings I:

@ Warum entfalten wir Netze?

o Vermeidung der Erzeugung des Erreichbarkeitsgraphen
e Moglichst wenig Informationsverlust

@ Wie entfalten wir Netze?

o Vorgehen bei der Entfaltung
e Endlichkeit
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Und nun die Fortsetzung...

Was machen wir mit der Entfaltung?
@ Einfiihrung einer Logik fiir 1-beschrinkte Netze
@ Ubersetzung von Fragen in Formeln dieser Logik

© Erfillbarkeitstests dieser Formeln

e Reduktion auf endliche Teilmenge der Entfaltung

o Zerlegung in Formeln in Normalform

o Reduktion auf maximale Konfigurationen der endlichen
Entfaltung
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Logik fiir 1-beschrankte Netze

Und nun die Fortsetzung...
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© Einfiihrung einer Logik fiir 1-beschrankte Netze
@ Ubersetzung von Fragen in Formeln dieser Logik

© Erfillbarkeitstests dieser Formeln

e Reduktion auf endliche Teilmenge der Entfaltung

o Zerlegung in Formeln in Normalform

o Reduktion auf maximale Konfigurationen der endlichen
Entfaltung
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Logik fiir 1-beschrankte Netze

Erinnerung: Entfaltung von Netzen

@ Fiige, von den Plitzen mit der Startmarkierung ausgehend,
Transitionen hinzu. Fiige ggf. Kopien von Platzen ein, damit
die Entfaltung konfliktfrei bleibt.

@ Breche die Entfaltung ab, wenn jede erreichbare Markierung
eine Repédsentation (Konfiguration) in dem entfalteten Netz
hat.
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Logik fiir 1-beschrankte Netze

Aufbau der Formeln unserer Logik

Definition: Formel

Sei N= (P, T,F,mp) ein 1-beschrinktes Netz.
Dann ist ¢ eine Formel iiber N, wenn sie durch endlich viele
Anwendungen der folgenden Regeln erhalten wird:

Q ¢ =true

Q@ p=p,peP

Q ¢ =, ¢ Formel liber N

Q ¢ =vY Ax, ¥, x Formeln iiber N
Q ¢ = <Y, Y Formel iiber N

Abkiirzung: Op = =O—p
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Logik fiir 1-beschrankte Netze

Erfillbarkeit

Definition: Erfiillbarkeitsrelation |=

Seien N = (P, T, F, mp) ein 1-beschranktes Netz,
N* = (P*, T*, F*, m§, L*) die zugehorige (vollstandige, d.h. ggf.
unendliche) Entfaltung (mit L* : (P* — P)U(T* — T) als
Labels) und K eine Konfiguration von N*.

QO K | true

Q@ K E p< pe L*(Cut(K))
Cut(K) = die durch K markierten Platze in N*.

Q@ KEweaKiEyp

Q KEpANYyesKEpund K =19

QO KECp< 3K DK : K E ¢ (K' Konfiguration von N*)
NEepellEe
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Ubersetzung von Fragen in Formeln dieser Logik

@ Einfiihrung einer Logik fiir 1-beschrankte Netze

@ Ubersetzung von Fragen in Formeln dieser Logik
© Erfiillbarkeitstests dieser Formeln

o Reduktion auf endliche Teilmenge der Entfaltung

o Zerlegung in Formeln in Normalform

o Reduktion auf maximale Konfigurationen der endlichen
Entfaltung
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Ubersetzung von Fragen in Formeln dieser Logik

Transformation von Fragen in Formeln

Seien N ein Netz und K eine Konfiguration in N*.
e Erzeugt K die Markierung {p2, ps}?
= Gilt K = p2 A ps A—p1 A—p3 A —pa A —pe?
e Ist die Anfangsmarkierung {p1, p2}?
= Gilt 0 ): p1 A P2 A—p3 A-ps A—ps A—pg?
@ Ist eine Markierung erreichbar, die p; markiert?
= Gilt N = Opy?
@ Ist die Transition t, lebendig?
= Gilt N = 00p3?

Yves Radunz Seminar Analyse von Petrinetzen: Unfoldings Il



uf den endlichen Anfang der Entfaltu
meln in Normalform
Erfiillbarkeit e i f maximale Konfigurationen der endl. Entfaltung

@ Einfiihrung einer Logik fiir 1-beschrankte Netze

@ Ubersetzung von Fragen in Formeln dieser Logik
© Erfiillbarkeitstests dieser Formeln

o Reduktion auf endliche Teilmenge der Entfaltung

o Zerlegung in Formeln in Normalform

o Reduktion auf maximale Konfigurationen der endlichen
Entfaltung
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ing auf den endlichen Anfang der Entfaltung
n Formeln in Normalform

Erfiillbarkeit e auf maximale Konfigurationen der end|. Entfaltung

Einfache Falle beim Erfullbarkeitstest:

Q ¢ = true (K = ¢ ist immer erfiillt)
Q@ p=p (K | ¢ gdw. p € L*(Cut(K)))
Qo= (K = ¢ gdw. K= [=9)
Q v=vYAx (K = ¢ gdw. K =4 und K |= x)
Problematischer:

Q@ =23y

Gibt es in der (potentiell unendlichen) Entfaltung N*
irgendwo eine Konfiguration K’ 2 K, welche K’ |= ¢ erfiillt?
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Einschrinkung auf den endlichen Anfang der Entfaltung
g in Formeln in Normalform

Erfiillbarkeit e n auf maximale Konfigurationen der endl|. Entfaltung

Ziel
Entscheidung der Erfiillbarkeit von N = & nur mit dem endlichen
Anfang Nt der Entfaltung N*.

Definition: Sat*(¢), Sat™ ()

Seien ¢ eine Formel iiber einem Netz N, N* die vollstandige
Entfaltung von N und IC(M) die Menge aller Konfigurationen von
M e {NT, N*}.

Dann ist Sat*(¢) = {K € K(N*)|K = ¢} und
Satt(p) = Sat*(p) NK(NT).

Es gilt N = Oy < Sat*(¢) # 0.
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Einschrinkung auf den endlichen Anfang der Entfaltung
Zerlegung in Formeln in Normalform
Erfiillbarkeit Reduktion auf maximale Konfigurationen der endl. Entfaltung

Seien N ein 1-beschrénktes Netz und ¢ eine Formel iiber N.

@ Sat*(p) = 0 gilt genau dann, wenn Sat™ () = 0.
Q@ N E O gilt genau dann, wenn Sat™(p) # 0.

Beweisidee

@ Hinrichtung: klar, wegen Sat*(¢) D Sat™(¢p).
Reanimation (Riickrichtung): Beweis durch Kontraposition
Sat*(p) # 0 = 3K € Sat*(¢) = IK e L(N*) : K = ¢
= 3K’ € K(p) : L*(Cut(K")) = L*(Cut(K))
(K’ ensteht durch Verschiebung von K.)
Es gilt dann K’ = ¢, also K’ € Sat™ (i), d.h. Satt(¢) # 0.

Q@ N Op & Sat*(p) # 0 < Satt(p) # 0 O
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Eins hr'ainkung auf den endlichen Anfang der Entfaltung
Zerl in Fo w\n in Normalform

Erfiillbarkeit e auf maximale urationen der endl. Entfaltur

© Einfiihrung einer Logik fiir 1-beschrankte Netze
@ Ubersetzung von Fragen in Formeln dieser Logik

© Erfillbarkeitstests dieser Formeln

e Reduktion auf endliche Teilmenge der Entfaltung
e Zerlegung in Formeln in Normalform
o Reduktion auf maximale Elemente von IC(NT)
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Einschrankung auf den endlichen Anfang der Entfaltung
Zerlegung i meln in Normalform

Erfiillbarkeit Reduktion auf maximale Konfigurationen der endl. Entf.

Definition: Klausel, Normalform

Sei ¢ eine Formel iiber einem Netz N = (P, T, F, mg).
 ist eine Klausel, wenn:

@ ¢ = true oder p = false = —true
@ p=poderp=-p, peP
e p=vYAx, ,x Klauseln

@ ist in Normalform, wenn:

@ ( ist eine Klausel

e p =Y NANOx oder p =Y A=y, 1, x in Normalform
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Einschrankung auf den endlichen Anfang der Entfaltung
Zerlegung in Formeln in Normalform
Erfiillbarkeit Reduktion auf maximale Konfigurationen der endl. Entfaltung

Lemma: Normalformzerlegung

Sei ¢ eine Formel iiber einem 1-beschrankten Netz N.
Dann gibt es (explizit berechenbare!) Formeln 1, ..., ¢, lber N

mit Sat*(p) = Sat* (\/i_1 vk). (Kein Beweis.)
= Zuriickfiihrung des Problems Sat*(y) = () auf Formeln in
Normalform.

Achtung!

Zerlegung von ¢ kann exponentielle GroBe in Abhangigkeit von der
GroBe von ¢ haben.
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g auf den endlichen Anfang der Entfaltu
in Formeln in Normalform

Erfiillbarkeit Reduktion auf maximale Konfigurationen der endl. Entfaltung

© Einfiihrung einer Logik fiir 1-beschrankte Netze
@ Ubersetzung von Fragen in Formeln dieser Logik

© Erfillbarkeitstests dieser Formeln

e Reduktion auf endliche Teilmenge der Entfaltung
e Zerlegung in Formeln in Normalform
o Reduktion auf maximale Elemente von KC(N™T)
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rankung auf den endlichen Anfang der Entfaltu
g in Formeln in Normalform
Erfiillbarkeit ion auf maximale Konfigurationen der endl. Entfaltung

Definition Max(K)

Sei N ein Netz mit der Entfaltung N* und IC C IC(N*).

Fir K1, Ky € K(N*) schreiben wir K3 < K, wenn K; C Kj.
Dann ist Max(K) = {K € K|VK' € K : K' # K} die Menge der
maximalen (bzgl. der Halbordnung <) Konfigurationen aus K.

t P2 p3

¢ Max(KC(NT)) € Max(IKC(NT))
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Einschrankung auf den endlichen Anfang der Entfaltung
Zerlegung in Formeln in Normalform

Erfiillbarkeit Reduktion auf maximale Konfigurationen der endl. Entfaltung

Definition Sat™ (K1, p, K>2)

Seien ¢ eine Formel iiber N und K1, Ky C K(NT).

Fiir K € K(NT) schreiben wir K < K1, wenn ein K’ € K1 mit
K < K’ existiert. Analog fiir Cs.

Wir definieren nun

Satt (K1, p,K2) = {K € SatT(p)|K £ K1, K < Ka}.

e Sat™ (0, true, {0})= {0}
e SatT ({0}, true, {0})=10
o Sat™ ({0}, true, K(NT))

= K(NF)\ {0} &
° Sat+({{T2}},—|P6,{T2,T3,T4}) Q

= {Ts}.{T2, Ta}} Py
o Sat™({{T1}}, true, {{T3}}= {{T3}}
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kung auf den endlichen Anfang der Entfaltung

in Formeln in Normalform
Erfiillbarkeit Reduktion auf maximale Konfigurationen der endl. Entfaltung

Definition: Last

Seien ¢ eine Formel iiber N und K1,y C K(N') Mengen von
Konfigurationen.

Dann definieren wir Last(p) = Max(Sat™(¢)) bzw.
Last(ICl, ©, ]Cz) = Max(Sat*(lCl, ©, ,CQ))

Last(—Pe)
={{T2, T3}, {T2, T1 }}
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Einschrankung auf den endlichen Anfang der Entfaltung
Zerlegung in Formeln in Normalform
Erfiillbarkeit Reduktion auf maximale Konfigurationen der endl. Entfaltung

Sei ¢ eine Formel iiber einem 1-beschrankten Netz N.
Dann gilt:

Q@ Satt(p) =0 < Last(p) =0

Q@ N[ Cp < Last(p) # 0

Beweis:
@ Hinrichtung: klar, wegen Sat™ () D Last(y)
Riickrichtung (per Kontraposition):
Satt(p) # 0= IKo e K(N1) : Ko =
o Ky in Satt(p) maximal = Ky € Last(p) = Last(p) # 0
o Ko nicht maximal = 3Sat™(p) 2 Ki D Ko : Ki E ¢
Fortsetzung fiihrt auf (K;) = Ko C K1 C K> C ...
N7 ist endlich, also auch K(NT) D Sat™t(p).
= (K;) = Ko C ... C K, ist endlich.
= K, maximal in Sat™(p) = K, € Last(¢) = Last(p) # 0
QO NEOCp & Satt(p) # 0 < Last(p) # 0 O
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Einschrankung auf den endlichen Anfang der Entfaltung

Zerlegung in Formeln in Normalform
Erfiillbarkeit Reduktion auf maximale Konfigurationen der endl. Entfaltung

Satz 3: Berechnung von Last(K1, ¢, K2)

Seien ¢, 1 Formeln iiber einem 1-beschrankten Netz N und
K1,K2 € K(NT).
Fiir K7, K" € K(N*) sei K's7 K" = {Ky N Ko| Ky € K/, Ko € K'Y
Weiterhin sei K = {K € K(N*)[3K" € K(N*) : L*(K') = L*(K),
K’ wird durch Verschieben von
K" € Last(1)) erzeugt}.

Dann gilt Last(p) = Last(, o, K(NT)) und
Q Last(Kq1,o Ay, Ky) = Last(K1, ¢, Max(K2 7 K))
Q Last(Ki1, o A=y, Ko) = Last(Max(KC1 U K), ¢, K2)

(Kein Beweis.)

v
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Fertig ... und nun?

Unser aktueller Stand

@ Ubersetzung von Fragen nach Eigenschaften des Netzes in
Formeln ¢ iiber N

e Auswertung von ¢ einfach, auBer bei ¢ = O
Q N | Oy & Last(p) # 0 (Satz 2)

© Zerlegung in Teilformeln in Normalform
(Lemma zur Normalformzerlegung)

© Rekursionsgleichung zur Berechnung von Last(y), wenn ¢ in
Normalform ist (Satz 3)
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Zusatzliche Bemerkungen

Am Ende des zweiten Vortrags kam die Frage auf, ob es fiir zwei
Markierungen m und m’ méoglich ist, eine Formel zu finden, welche
aussagt, dass aus der (erreichbaren) Markierung m die Markierung
m’ erreichbar ist.

Seien @, und @,y die Formeln mit der Eigenschaft

K= pm < L*(Cut(K)) = m (bzw. m'), d.h. die Formeln, die m
bzw. m’ beschreiben.

Dann ist ¢ = O(m A C@ny) die gesuchte Formel, denn:
NEpeICKe KLINY):KE @emAOpny

SIWCKCK e K(IN*): K' = @py und K |= @, d.h. mist
durch K erreichbar und es gibt eine Menge von Transitionen

K"\ K, sodass aus m auch m’ erreichbar ist.

Wenn nicht sichergestellt werden soll, dass m auch erreichbar ist,
dann konnen wir die Formel ¢ = $pp — ¢ verwenden. Diese ist
erfiillt, wenn m nicht erreichbar ist, oder ¢ gilt.
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