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Überblick

• Zustandsmaschinen und 
Synchronisationsgraphen:

• Lebendigkeit

• Beschränktheit

• Erreichbarkeit
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Lemma über starken 
Zusammenhang

• Ist                                 lebendig und 
beschränkt, so ist    stark zusammenhängend.

N = (P, T, F, m0)
N
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Beweis (Skizze)

• genügt zu zeigen: Zu jedem                 
existiert ein Weg von   nach  

• Nimm das Gegenteil an und betrachte den 
Vorbereich von   sowie den Nachbereich 
von   .

• offenbar:

• Das führt zu Widersprüchen.

(p, q) ∈ F

q
p

q p

V or(p) ! Nach(q) = "



Zustandsmaschinen



Wesentliche Eigenschaft 
von Zustandsmaschinen

•                                : stark 
zusammenhängende Zustandsmaschine

•           : Anzahl der Token in der Markierung

•          : Menge der von     aus erreichbaren 
Markierungen

•

N = (P, T, F, m0)

m(P ) m

R(m0) = {m | m(P ) = m0(P )}

R(m) m
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Beweis (1)

• „! “: Schalten einer Transition konsumiert 
genau ein Token und produziert genau eines

• „" “: Seien            Markierungen mit gleicher 
Tokenzahl 

• Induktion über   :

•          :            sind beide die 
Nullmarkierung, also gleich

m, m ′

n

n

n = 0 m, m ′

7



Beweis (2)

•                  : Wähle von          markierte 
Plätze        aus.

•             ist von            aus erreichbar (I.V.).

•

n ! n + 1 m, m ′

p, p′

m! − p! m ! p

m = ( m − p) + p → (m′ − p′) + p

→ (m′ − p′) + p′ = m′

8



• Eine Markierung      ist in einer lebendigen 
Zustandsmaschine von einer Markierung     
aus genau dann erreichbar, wenn gilt:

• Beweis: folgt aus dem Obigen

Erreichbarkeit in 
Zustandsmaschinen

m′

m

m(P ) = m!(P )
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Lebendigkeit von 
Zustandsmaschinen

• Eine Zustandsmaschine ist lebendig, genau 
dann, wenn sie stark zusammenhängend ist 
und die Startmarkierung mindestens einen 
Platz markiert.
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Beweis („⇒“)

•     ist lebendig und beschränkt, also stark 
zusammenhängend.

• Da     lebendig ist, ist mindestens eine 
Transition bei       aktiviert.

N

N
m0
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Beweis („⇐“)

• Zeige, dass zu jeder Transition    von jeder 
Markierung     aus eine Markierung 
erreichbar ist, die   aktiviert.

t
m m!

t
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Beschränktheit von 
Zustandsmaschinen

• Eine lebendige Zustandsmaschine                        
ist beschränkt genau dann, wenn              
endlich ist.

• Beweis: folgt unmittelbar aus der gezeigten 
Eigenschaft von Zustandsmaschinen

(P, T, F, m0)
m0(P)
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Synchronisationsgraphen
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Synchronisationsgraphen 
und Kreise

• Für jeden Kreis    in einem Synchronisations- 
graphen und jede erreichbare Markierung     
gilt:

γ
m

m0(! ) = m(! )
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Beweis

• Keine Transition außerhalb von    ändert die 
Markenzahl in   .

• Falls         , gehören genau ein Vor und ein 
Nachplatz zu   .γ

γ

t ∈ γ

γ
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Lebendigkeit in 
Synchronisationsgraphen

• Ein Synchronisationsgraph                      ist 
genau dann lebendig, wenn für jeden Kreis     
gilt:

(P, T, F, m0)
!

m0(! ) ≥ 1
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Beweis („⇒“)

• Sei ein Kreis bei       nicht markiert.

• Der Kreis wird bei keiner erreichbaren 
Markierung markiert sein, ist also tot.

• „⇐“ wird nicht gezeigt.

m0
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Beschränktheit in 
Synchronisationsgraphen

• Ein lebendiger Synchronisationsgraph          
ist   -beschränkt, genau dann, wenn für jeden 
Platz ein Kreis   existiert, sodass gilt:

(P, T, F, m0)

!

m0(! ) ! b

b
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Beweis („⇒“) (Skizze)

• Zeige, dass das Löschen der Token auf einem 
Platz   dazu führt, dass das Netz tot ist.

• ⇒ Es gibt einen unmarkierten Kreis   .

• ⇒          und   ist der einzige markierte Platz 

in   .

s

γ

s ! ! s

γ
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Beweis („⇐“)

• Jeder Platz liegt auf einem Kreis dessen 
Markenzahl beschränkt ist.

• Da der Platz maximal so viele Marken 
enthalten kann, wie es im Kreis gibt, ist er 
beschränkt.
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Platz-Invarianten

• Zu einem Netz                        mit der 
Akzidenzmatrix     heißt eine Lösung   des 
Gleichungssystems                  Platz-
Invariante.

• Zwei Markierungen           stimmen in allen 
Platz-Invarianten überein, wenn für jede 
Platz-Invariante    gilt:

(P, T, F, m0)
A I

A · I = 0
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m, m ′

I

m áI = m! áI



Erreichbarkeit und 
Synchronisationsgraphen
• Eine Markierung      in einem lebendigen 

Synchronisationsgraphen                       ist 
von       aus erreichbar, genau dann, wenn die 
Markierungen in allen Platz-Invarianten 
übereinstimmen.

• (ohne Beweis)

m
(P, T, F, m0)

m0
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Quellen

• Starke: "Analyse von Petri-Netz-Modellen" 
Kap. 14

• Desel, Esparza: "Free Choice Petri Nets" 
Kap. 3

24


