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Rekapitulation Invarianten uberpriifen Modulo-Invarianten
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Platz-Invariante

m Platzen wird Gewicht zugeordnet
m Invariante:
B Summe der Gewichte andert sich unter

Transition nicht

m Notwendiges Kriterium fur Erreichbarkeit einer
Markierung

m Nur vom Netz nicht von einer aktuellen Markierung
abhangig
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Modulo-Invarianten
000000000

Speisende Philosophen 5-Phil

P .= {pO) c e ap4}
G :={90,..-,94}
denkend -Pv = (P’ G, /’ r)
I(pi) = 9i
r(pi) = 9i+1 (mod 5)
X
X
[(x)+r(x)
ablegen t; > nehmen t,
[(X)+r(x)
X m = (tn, ta)
X
—X X
= | =(r(x) +1(x))  r(x) +1(x)
X —X
essend
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Invarianten uberpriifen Modulo-Invarianten
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Testen von Invarianten

Platze || nehmen (tn) | ablegen (t3) || Mo | 57 | 55
denkend X Po+...+pPa y r(y) + I(y)
verfugbar —(I(x) + r(x) I(x) + g(x) 9o+ ..-+09s 0 —Z

essend —X € y 0

Farallet e T qilt:5-t=0

§1-?n50und§1-?350
th:yo(—x)+yox=0V

ta:yox)+yo(—x)=0v
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Rekapitulation

Operator o

Beispiel 1

Invarianten uberpriifen
€00000

B

O
y

@ X

kc

O

Modulo-Invarianten

a mo s
A —X ty+t  f(A)+g(A)
B | —f(x) B
C g(x) C
S-a=
( (f(A) + g(A)>
f(x) =0
g(x)
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Operator o

Produkt zweier Vektoren

Definition 1 (£ - t)
Fir Vektoren tq,t, sei das Produkt t; - t, : P — T, durch

t -t = Z t1(p) o t2(p)
peP

definiert.

—X f(A) +9(A)
f(x) | - B = (=xo [f(A) +g(A)]) + (f(x) o B) + (g(x) o C)
9(x) C
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Operator o

Produkt zweier Terme

Definition 2 (t1 o t3)
Sei o eine Signatur und X eine Menge von Variablen.

Fir Terme ty,t,,t' € T, sei das Produkt t; o t; € T, per
Induktion wie folgt definiert:

(0): 0ot/ =0

(D): (t1—|—t2)ot’:t1ot’—|—tzot’
(N) (—t1) @) tz = —(t1 O tz)

(A): tioty = 53(t)
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Operator o

Beispiel 1 — Fortsetzung

—X f(A) + 9g(A)
f(x) | - B = (=xo[f(A) +g9(A)]) + (f(x) o B) + (9(x) o C)
g(x) C

= —([xo f(A)] + [x 0 g(A)]) + (f(x) o B) + (9(x) o C)

= XA - aea) + 572 8) + 899 )

= —f(x) —9() +f(x) +9(x)
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Umkehrung

Umkehrung der Belegung?

Definition 3 (t1 o t3)

Sei o eine Signatur und X eine Menge von Variablen.
Fir Terme ty,t,,t' € T, sei das Produkt t; o t; € T, per
Induktion wie folgt definiert:

(0): 0ot/ =0

(D): (t1—|—t2)ot’:t1ot’—|—tzot’
(N) (—t1) @) tz = —(t1 O tz)

(A): tiot, =[3%(t)
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Umkehrung

Fazit
Die Umkehrung 38~ einer Belegung 3 ist nur in ganz
besonderen Spezialfallen méglich.
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Motivation

Motivation

m Gegeben: Petrinetz, Markierungen mg, m;

m Frage: Kann die gegebene Markierungen m4 von der
Markierung mg im Petrinetz erreicht werden

m Ideal: Hinreichendes Kriterium fur die
Nicht-Erreichbarkeit
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Motivation

Nicht-Erreichbarkeit (Low Level)

Falls es keinen Vektor x € N” gibt, so dass
mgo + 2 - x = mj

gilt, dann ist my; von mg aus nicht erreichbar.

Modulo-Invarianten
000000000

2A ... Inzidenzmatrix my — m;
7...Sequenz von Transition x:=W¥(7) e N"
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Rekapitulation
000000 00000000

Motivation

Uberpriufung der Erreichbarkeit

Bemerkung 4

Das Problem Lésung eines inhomogenen Gleichungssystems
ist NP-vollstandigq.

Loésung: Invarianten
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Motivation

Problem?

m Falls mi + mvon mg + m erreichbar
— Platzinvariante »versagt«

m Platzinvariante s kann die Nicht-Erreichbarkeit von m;
aus mg nicht identifizieren
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Definition

Modulo-Invarianten

Definition 5

Sei k € N, k > 2. Eine Modulo-k-Invariante eines Petrinetzes
N = (P, T,F) ist ein Vektor s € Z™ der fir jeden
Spaltenvektor a der Inzidenzmatrix 2 von N die Gleichung
s-a =0 (mod k) erfullt.

Jede Modulo-k-Invariante ist ein Modulo-Invariante.
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Definition

Proposition 6

Falls mg + 24 - X = mq eine Lésung x € Z" hat und s eine
Modulo-k-Invariante ist, dann ist my von mq aus erreichbar.
Kurz:

S-mg=my (mod k)
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Pebble Game

Djikstras Pebble Game

1 Pebbles und Funktion, die einem Pebble eine Farbe
C: P — {e,0} zuordnet

2 Nimm zwei Pebble pq, p>
3 Lege ein Pebble p zuriick, so dass

{c(p) — o, falls c(p1) # c(p2)

c(p) = e, sonst
4 Gewinnbedingung: Nur noch ein e Pebble Ubrig
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Pebble Game

Invarianten des Pebble Games

b-t; (mod 2)
= f(x) - ([e] — [0,0]) (mod 2)
t) = f(x) - [e] — f(x) - [0, 0] (mod 2)

= f([e]) — f([o, ©]) (mod 2)

= f([e]) — (([o]) +7([c])) (mod 2)
=0—-(1+1) (mod 2)
=0-0(mod2)=0

f(x) - (—[e]) (mod 2)
= f(—[e]) (mod 2)
= —f([e¢]) (mod 2) =-0=0

t1 t> t3 | b | mo
Pebbles | —[o] [o] —[0,0] —[e] | 7(X) | B-[o] + W -[o]
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Pebble Game

Gewinnstrategie fur das Pebble Game

f(mg) (mod 2)

=f(B-[e]+ W - [0]) (mod 2)

=f(B-[e]) + f(W-[o]) (mod 2)

=B-f([e]) + W - f([c]) (mod 2)
ty =B-0+W-f([c]) (mod 2)
=04+ W (mod 2) =W (mod 2)

_ )0, fallsW gerade
1, falls W ungerade

Mein = [o] & f(0) =0 <
W ungerade

t4 t t3 | b | mo
Pebbles | —[o] [o] — [0,0] —[e] | F(x) | B-[o] + W - [o]
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