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Die speisenden Philosophen

Speisende Philosophen

g1 g2

g3

p1E

p1D

n1

h1

p2D

p2E

n2

h2

p3D

p3E

n3

h3

Was bleibt »gleich«?

S1: Jeder Philosoph
denkt oder ißt.

S2: Wenn eine Gabel
zur Verfügung steht,
dann denken beide
potentiellen Nutzer.
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Platz-Invarianten

Invariante

zu jedem Zeitpunkt erfüllte Eigenschaft

Geg. Petrinetz⇒ Invariante überprüfen
Invariante ausrechnen

Repräsentation über dem Raum RN

des Petrinetzes N = (P,T , F) als Inzidenzmatrix A,
der Markierungen M als Vektor ~m : P → N,
der Invariante I als Vektor~s : P → N
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Platz-Invarianten

Inzidenzmatrix A

Seien die Plätze p ∈ P und die Transistionen t ∈ T geordnet.

t :=


z1
z2
. . .
zn

 mit zi :=


−1, wenn pi ∈ •t und pi /∈ t•
+1, wenn pi ∈ t • und pi /∈ •t
0, sonst

A :=
(
t1, t2, · · · , tk

)
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Platz-Invarianten

Platz-Invarianten

Definition 1 (Platz-Invariante)

Sei N = (P,T , F) ein Petrinetz, der Vektor~s : P → N heißt
Platz-Invariante, genau dann wenn für alle Markierungen
M und M′ von N mit M t∈T−−→M′ gilt:~s ·M =~s ·M′.

Theorem 2

Platz-Invarianten sind die Lösungen des linearen
Gleichungssystems~s T · A = 0.
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Ein Beispiel

Ein Beispiel
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Grundlagen

Signatur , Algebra , Terme

σ := {Ṅ, Ż,+,×,0,1}
N := (N,Z; +A,×A,0A,1A)

ϕ := ∃1 ∀x (1 < x ∨ x = 1)

ϕ(x) := 1 + x

Notation:
Tσ . . . Menge aller Terme über der Signatur σ
GTσ . . . Menge aller Grundterme

9 / 21



Low-Level Petrinetze High-Level Petrinetze Literatur

Grundlagen

Belegung β

Definition 3
Eine Belegung β ist eine Abbildung β : VARi → GTσ, die
jeder Variablen einen Grundterm zuweist.

Beispiel:
x0 ∈ VARṄ
β := {1+1+1

x0
}
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Grundlagen

Speisende Philosophen 5-Phil

g1, . . . , g5

p1, . . . , p5

denkend

essend

x

l(x)+r(x)

x

ablegen ta

x

l(x)+r(x)

x

nehmen tn

P := {p0, . . . ,p4}
G := {g0, . . . ,g4}
P5 := (P,G; l̇, ṙ)
l̇(pi) = gi
ṙ(pi) = gi+1 (mod 5)

P :=
`
tn, ta

´

=

0@ −x x
−(r(x) + l(x)) r(x) + l(x)

x −x

1A
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Platz-Invarianten

Platz-Invarianten II

Erweiterung des Begriffes Platzinvariante auf neue
Trägermenge

Platz-Invariante~s : P → Tσ
~s bleibt invariant unter Schrittbildung

Theorem 4

Sei N = (P,T , F) ein Petrinetz, A eine σ-Algebra und
~s : P → Tσ eine Abbildung, so ist~s eine Platz-Invariante,
genau dann wenn~s ·~t ≡ 0 für alle ~t ∈ T(A) gilt.
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Platz-Invarianten

Invariante I1, I2 für 5-Phil

S1: Zu jedem Zeitpunkt denkt oder ißt jeder Philosoph.
S2: Wenn eine Gabel verfügbar ist, so denken beide
potentiellen Nutzer.

Inzidenzmatrix P für Phil5:

Plätze nehmen (tn) ablegen (ta) M0 ~s1 ~s2
denkend −x x p0 + . . .+ p4 y r(y) + l(y)
verfügbar −(l(x) + r(x) l(x) + g(x) g0 + . . .+ g4 0 −z

essend x −x ε y 0
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Platz-Invarianten

Invariante S1 Testen

Plätze nehmen (tn) ablegen (ta) M0 ~s1 ~s2
denkend −x x p0 + . . . + p4 y r(y) + l(y)
verfügbar −(l(x) + r(x) l(x) + g(x) g0 + . . . + g4 0 −z

essend x −x ε y 0

Für alle t ∈ T gilt:~s ·~t ≡ 0

~s1 ·~tn ≡ 0 und~s1 ·~ta ≡ 0

tn : y ◦ (−x) + y ◦ x ≡ 0 X

ta : y ◦ (x) + y ◦ (−x) ≡ 0 X

Weiter mit Invariante 2
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Platz-Invarianten

Invariante und Markierungen

Platz-Invarianten erst zusammen mit Startmarkierung
M0 für Netze interessant

Wert w :=~s ·M während des Laufes für alle
erreichbaren Markierungen M gleich

Liefert notwendiges strukturelles Kriterium für die
erreichbaren Markierungen
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Platz-Invarianten

Invariante I2 Testen

Plätze nehmen (tn) ablegen (ta) M0 ~s1 ~s2
denkend −x x p0 + . . . + p4 y r(y) + l(y)
verfügbar −(l(x) + r(x) l(x) + g(x) g0 + . . . + g4 0 −z

essend x −x ε y 0

Für alle t ∈ T gilt:~s ·~t = 0

~s1 ·~tn = 0 und~s1 ·~ta = 0

tn : (l(y) + r(y)) ◦ −x + − y ◦ −(l(x) + r(x)) = 0 X

ta : (l(y) + r(y)) ◦ x + − y ◦ (l(x) + r(x)) = 0 X

Weiter
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Platz-Invarianten

Platz-Invarianten III

Corollary 5

Sind~s1 und~s2 Platz-Invarianten für ein Petrinetz N, so sind
auch~s1 ⊕~s2 Platz-Invarianten für N.

Weiter
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