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1 Einleitung

Fur die Spezifikation eines Systems werden heutzutage oft formale Methaelieen mathema-
tische Strukturen zugrunde liegen, genutzt. Aufgrund ihrer mathematisairadierung sind sie
oftmals gut fir die automatische Analyse von entsprechend spezifizieygt@n®en geeignet.
Fir viele dieser formalen Methoden kann ein Zustandsraum, also die MalegeZustande,
die in einem System moglich sind, erstellt werden. Allerdings st63t man higcheell auf das
Problem der sogenanntetustandsraumexplosidival90]: Ein Zustandsraum kann schon fir
ein relativ kleines System eine grof3e Anzahl an Zustéanden enthalteassalig verfligbaren
Speicherkapazitaten der verwendeten Rechner tberschritten wardezs nicht méglich ist,
den kompletten Zustandsraum im Speicher zu halten bzw. iberhauptezhben. Zur Uber-
prifung gewisser Eigenschaften des modellierten Systems ist es ofhjedtg zu wissen, ob
ein bestimmter Zustand dieses Systems erreichbar ist (sich also im Zustendstindet) oder
nicht.

Um den Speicherplatzverbrauch bei der Suche nach erreichbastginden zu reduzieren, wur-
den viele verschiedene Techniken entwickelt. Die Sweep-Line-Methodénis solche Tech-
nik; sie wird in dieser Arbeit betrachtet. Die Idee dieses Ansatzes istussdizde, die einmal
gefunden und fur die weitere Berechnung des Zustandsraumes nibhbemgtigt werden, zu
I6schen. Um zu entscheiden, welche Zustande geldscht werdernrkdvirgeineProgress Mea-
surebenotigt, die im gewissen Sinne den ,Fortschritt“ der Durchmusterung ukta@dsraumes
wiedergibt. Beispielsweise werden in dem in Abb. 1.1 dargestellten Zustamdslle schwarz
markierten Zustande nicht mehr zur weiteren Durchmusterung des Zasdantes bendtigt;
weil der ihnen zugewiesene Progress-Wert eine gewisse Grenzeamigtet, konnen sie ge-
I6scht werden. In der Originalpublikation zur Sweep-Line-Methodei(@pwird auf eine au-
tomatische Bestimmung der Progress Measure nicht eingegangen umtigingrgeschlagen,
diese mit Bezug auf das jeweilige System von Hand zu erstellen.

Ein Verfahren zur automatischen Berechnung von Progress-Wéirteefrinetze (eine weit ver-
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Abbildung 1.1: Eine Momentaufnahme der Zustandsraumdurchmusteruoly Breitensuche
mit der Sweep-Line-Methode



1 Einleitung

breitete formale Methode) wurde bereits entwickelt [Sch04]. Diese Batexy lasst allerdings
verschiedene Freiheitsgrade zu, so dass sie fir viele Petrinetz-Mailditedie optimale Pro-

gress Measure berechnet. Durch eine verbesserte Berechnuagsvalso maoglich, bei der
Suche nach erreichbaren Zustadnden von Petrinetzen mehr Speithemtaisparen und somit
die Chance zu erhéhen, dass auch bei Netzen mit gro3en Erreielibgrphen die Erreichbar-
keit eines Zustands entschieden werden kann.

In der vorliegenden Arbeit soll ein Ansatz fur ein Kriterium zur Optimierdigser Berechnung,
die Minimierung der Anzahl negativerft3et-Werte, vorgestellt werden. Ziel dieser Minimie-
rung ist es, zu verhindern, dass Teile des Zustandsraumes unndtigditaufen werden.

Nach einigen notwendigen Definitionen wird zunéchst die Sweep-Linddde und im An-
schluss die bereits existierende algebraische Methode zur BerechomiRgogress-Werten fir
Petrinetze erlautert. Nachfolgend wird ein neuer, geometrisch basiersatZAzur Berechnung
von Offset-Werten beschrieben, auf dessen Grundlage dann die Minimierudgzghl nega-
tiver Offset-Werte betrachtet wird.



2 Grundlagen

2.1 Definitionen und Terminologie

An dieser Stelle werden wir einige notwendige Bégrund Definitionen einflhren.

Im Folgenden gilt fur die Meng® der natirlichen Zahlen: 8 N.

Ein Petrinetzbeschreiben wir als 5-TupeP(T,F,W, s0). P = (Po,...,Pn) und T = (to, ..., t)
sind endliche Mengen, wobé&i die Platze undl die Transitionen des Petrinetzes enthalt (die
Tiefstellung der Indizes entfallt bei den Abbildungen). Die Relakon (Px T)U(T x P) repré-
sentiert die Kanten zwischen Platzen und Transitionen iy @ F setzen wilW(x,y) = 0. Die
FunktionW : F — N\ {0} ordnet den Kanten Gewichte zu; besitzt eine Kante das Gewicht 1,
wird dieses in der grafischen Darstellung nicht angegebemeprasentiert die Anfangsmarkie-
rung des Petrinetzes, wobei eine Markierung durch die Funktidh — N beschrieben wird.

Zu jedem Petrinetz kann man diezidenzmatrix M= |P| x |T| betrachten; die Eintrage der
Matrix stehen fur die Anzahl der Marken, die auf den jeweiligen Platzém IBzhalten einer
Transition erzeugt bzw. verbraucht werden. Witx, y) bezeichnen wir den Eintrag derten
Zeile undy-ten Spalte vorM. Werden beim Schalten der Transitipnm Marken, die auf dem
Platz P; liegen, verbraucht, dann giM(j + 1,i + 1) = —m. (Firi = 0 undj = O entspricht
M(j+1,i+1) also dem Eintrag ,oben links" in der ersten Zeile und ersten SpaltéNgnull-

te* Spalten bzw. Zeilen existieren nicht.) Falls an selber StelMarken erzeugt werden, folgt
M(j+1,i+1) = m. Werden am PlatP; beim Schalten der Transitidnkeine Marken verbraucht
oder erzeugt, gilM(j + 1,i + 1) = 0. Deri-te Transitionsvektor (also Spaltenvektor idn wird
als At; bezeichnet.

o
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Abbildung 2.1: Ein Petrinetz mit den Platzén= {Pg, P1, P2, P3} sowie den Transitionel =
{to, ta}
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Zur Veranschaulichung der Definitionen ist in Abb. 2.1 das Petrinetz mindatenzmatrix

-1 0
1 -1
M = 1 O
0 1

sowie der Anfangsmarkierun(@o (Po) , S0 (P1), S0 (P2), so (P3)) = (1, 1, 0, 0) dargestellt.

In dieser Arbeit werden Petrinetze fast ausschlie3lich anhand itridelmematrix betrachtet, da
die tatsachliche Markierung eines Netzes fiir unsere Ausfiihrungbtralevant ist.

Zu einem gegebenen Petrinetz kann Hereichbarkeitsgraph G= (S, K, s9) erstellt werden,
wobei S die Menge der Zusténde uri€l die Menge der Kanten dieses Graphen istSlbe-
finden sich genau die erreichbaren Markierungen des PetrinetzeAnfaiegsmarkierungy ist
der Startzustand dieses Graphen. Ist bei einer MarkiesdigyTransitiort; aktiviert, kann durch
das Schalten dieser Transition die Markiergheg: s+ At; erreicht werden; daher gilg(s’) € K.

s bezeichnen wir als Folgezustand; alle Zustande, dies\ars erreichbar sind, bezeichnen wir
als transitive Folgezustande.

r(M) sei derRang der Matrix M dieser ist als die grote Menge linear unabhangiger Spalten-
vektoren definiert.

2.2 Die Sweep-Line-Methode

Die Sweep-Line-Methode ist eine Technik zur Reduktion von Speichevpldtrauch bei der
Suche nach erreichbaren Zustédnden in Transitionssystemen. File dngecke genigt es, als
Transitionssystem den Erreichbarkeitsgraphen eines Petrinetzasazhiben; aus diesem Grund
werden wir im Folgenden, mit Ausnahme des Satzes am Ende dieses Afssciun den Begft
~Erreichbarkeitsgraph” verwenden.

Es existieren zwei Varianten der Sweep-Line Methode: Die Basisvarsamte die verallge-
meinerte Sweep-Line-Methode. Wir betrachten nun die Basisvarianta, wéwns der verall-
gemeinerten Variante zuwenden, welche die Grundlage unserer wdteteichtungen bilden
wird.

Die grundlegende Idee der Sweep-Line-Methode ist, dass in jedenctitragkeitsgraphen ei-
ne Art Fortschritt ausfindig gemacht werden kann. Fur die Suche eraeithbaren Zustanden
bedeutet dies, dass Zustande, die bereits gefunden wurden, abgenéssen Punkt des Fort-
schritts nicht mehr benétigt werden. Dieser Punkt ist erreicht, wenh alle Folgezustande
eines Zustands durchmustert wurden. Somit kbnnen wir in einem Systischan drei Klassen
von Zustanden unterscheideft) Zustéande, die noch nicht gefunden wurdé€n) Zustande,
die gefunden wurden und deren Folgezustéande bereits alle durchimustagen;(3) Zustande,
die gefunden wurden und deren Folgezustande noch nicht alle dustdmtwurden. Letztere
Klasse wird im Folgenden miront bezeichnet. Die drei Klassen sind in Abb. 2.2 anhand eines
Beispiels dargestellt.
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Abbildung 2.2: Ein Erreichbarkeitsgraph, fiir den die BasisvarianteSseep-Line-Methode
aufgrund der Regresskante nicht terminiert

Definition 1 (Progress Measure)Eine Progress Measure ist eine Funktion p S — A, wobei
S die Menge der Zustéande eines Erreichbarkeitsgraphen ist ungd Q}.!

Die Progress Measure sei zunachst monoton, d.h.sfi#)(e K gelte p(s) < p(s). Hieraus
wird ersichtlich, dass sie den ,Fortschritt” bei der Durchmusterung dimesichbarkeitsgra-
phen angibt. Der Progress-Wert der Zustande, die bereits inklusvé-algezusténde vollstan-
dig durchmustert wurden, ist kleiner als der minimale Progress-Wertus#é#@de der Front.
Aufgrund der Monotonie vop kdnnen jetzt alle Zustande der Klas&®) geltscht werden; sie
spielen fur die weitere Durchmusterung des ErreichbarkeitsgraplmsRelle mehr. Hier wird
das Prinzip der Sweep-Line-Methode deutlich: Je weiter der Erreikbitsgraph durchmus-
tert wird, desto weiter schreitet auch die Front voran; alle Zustandéjmtier der Front liegen,
wurden geldscht, so dass nur noch Zustande im Speicher gehalteenwdrel flr die weitere
Durchmusterung relevant sind.

Allerdings treten bei der Anwendung dieser Methode Probleme auflsobdrreichbarkeits-
graphen Kanten auftreten, die zu Zustanden der Kla33duhren; da diese Zustéande bereits
aus dem Speicher geléscht wurden, ist auch die Information, dasersigslgefunden wurden,
verloren gegangen. Folglich werden diese Zustédnde sowie alle ihrezbstgade und transiti-
ven Folgezustéande noch einmal durchmustert und ein paar Schritte wgiter geldscht — die
Basisvariante terminiert also fiir solche Erreichbarkeitsgraphen miettg Abb. 2.2).

Um dieses Problem zu Idsen, wurde die Basisvariante zur verallgemeirgeep-Line-Me-
thode weiterentwickelt. Hierbei wird auf das Monotoniekriterium der RrsgiMeasure verzich-
tet; es kann prinzipiell jede beliebige Funktion als Progress Measuresmdet/werden. Diese
Methode kann auch fir Erreichbarkeitsgraphen, die Kanten enthaisdehe zu Zustanden der
Klasse(2) fuhren, angewendet werden. Solche Kanten werdeReadgesskantehezeichnet.
Die verallgemeinerte Sweep-Line-Methode funktioniert nun wie folgt: 8bbdiae Regresskan-
te wahrend eines Durchlaufs der Methode auftritt, wird ihr Zielzustangetisistentgekenn-
zeichnet; diese persistenten Zustande werden wahrend des aktuettdrialDfs nicht weiter
durchmustert, werden jedoch im Speicher gehalten. Ist ein Durchlauideg wird eine neue
Iteration mit den persistenten Zusténden als Menge von Startzustandembadin dieser Ite-
ration kdnnen nattrlich neue persistente Zustande auftreten, flr dienwraetine neue Iteration

Die Definition ist bereits an unsere Zwecke angepasst; in [Mai03] wird igrBss Measure fiir beliebige partiell
geordnete Zielmengen definiert.
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gestartet werden muss). So werden alle Zustande des Erreichbagggitsg mindestens einmal
durchmustert; allerdings ist es mdglich, dass Zustdnde mehrmals durchuestien. Dem fol-
genden Satz kann die maximale Anzahl der Iterationen des Sweep-LioeithAigus bezlglich
eines bestimmten Systems enthommen werden:

Satz 1 ([Mai03]) Sei $ ein Zustand in einem Transitionssystem und réggllie Menge aller
Zustande, die von; aus erreichbar sind. Wenn in einem Transitionssystem alle erreichbaren
Zustande mit dem Durchlaufen von maximal n Regresskanten erregcemvkénnen, dann
terminiert der Algorithmus nach # 2 Iterationen. Dabei hat er héchstelis + 2) - [reacHs)|
Zustande durchmustert.

Die Anzahl der maximalen Iterationen des Sweep-Line-Algorithmus steigt edpogional zur
Anzahl der Regresskanten eines Erreichbarkeitsgraphen.

2.3 Algebraische Berechnung von Progress-Werten

Mdchte man die Sweep-Line-Methode komplett automatisiert fir den Zustamdseiner be-

stimmten formalen Methode anwenden, ist es notig, eine automatische BargatamProgress-
Werte bereitzustellen. In [Sch04] entwickelt der Autor eine Methode atamaatischen Berech-
nung von Progress-Werten flr Petrinetze, so dass die Sweep-lattetie auf Erreichbarkeits-
graphen von Petrinetzen angewendet werden kann. Die Methode Wardits erfolgreich in

das Model-Checking-Tool LoLA [Sch00Q] integriert.

Im Folgenden wollen wir die Funktionsweise der Methode erlautern.

Ziel ist es zunéachst, jeder Transition ein@ffset-Wert ¢t;) zuzuordnen; die @set-Werte der
einzelnen Transitionen werden spater zu Progress-Werten kombiniert.

Im ersten Schritt wird dazu die gréf3te Menge linear unabhangigerificarsyektoren bestimmt,
welche mitU bezeichnet wird (folglich giltU| = r(M)). Fasst man die Transitionsvektoraf
als Elemente eines Vektorraums auf, bildetiie Basis dieses Vektorraumes; daher bezeichnen
wir U im Folgenden auch kurz aBasis Jede Transitior;, deren Vektor inU enthalten ist,
erhélt den @'set-Werto(t;)=1. Die Transitionsvektoren, die nicht I enthalten sind, kénnen
durch die Linearkombinationt; = ApAtg+...+ AnAty, mit U = t, ..., t, beschrieben werden. Jede
der entsprechenden Transitionen erhalt deshalb diseoWVerto(tj) = 110(to) + ... + An0(tn).
Transitionen mit negativem@et-Wert werden alRegresstransitionelnezeichnet, da jede Ak-
tivierung einer solchen Transition eine Regresskante im Erreichbaytagitsen des Petrinetzes
zur Folge hat.

Nun kann die Progress Measure des Erreichbarkeitsgraphen eimegfes auf Grundlage der
Offset-Werte berechnet werden.

Sei p(s) eine Progress Measure beziglich einer Markieraranes Petrinetzes. Fir die An-
fangsmarkierungy eines Petrinetzes wind(sp) = 0 gesetzt. Die Progress Measure wird nun als
inkrementelles Mal3 berechnet: Fir jede Nachfolgermarkiesudgr Markierungs, die durch
das Schalten der Transitignzustande kommt, gilp(s’) = p(s) + o(t;).

Durch die Berechnung wird gewahrleistet, dass einer Markierung danh ein eindeutiger
Progress-Wert zugewiesen wird, wenn sie Uber verschiedenésachsenzen erreichbar ist.

10
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Abbildung 2.3: Beispiel-Petrinetz zur urspringlichen Berechnung ffiseGWerte

2.3.1 Beispiel

Das folgende Beispiel soll die eben vorgestellte Berechnung @ise©Nerte demonstrieren.
Gegeben sei das Petrinetz aus Abb. 2.3, welches durch die Inzideixzmatr

-1 0 0 -1
1 -1 0 O
M = 0O 1 -1 0
O 0 1 1

definiert ist. Wahlt matJ = {tg, t1, to} als Menge linear unabhangiger Transitionen, gfg) =

o(t;) = o(ty) = 1. Nun mus(t3) berechnet werden. Der Vektor der Transitigrkann durch

Atz = Atg + Aty + At als Linearkombination der linear unabhangigen Transitionsvektoren dar-
gestellt werden. Somit folgi(t3) = o(tp) + o(t1) + o(t2), alsoo(ts) = 3.

Wir kdnnen jedoch beispielsweise audh= {t;, to, t3} wahlen. Dann erhalten wa(t;) = o(t2) =

o(t3) = 1 sowieo(tp) = —o(t1) — o(tp) + o(tz) = —1.

2.3.2 Geometrische Interpretation

In [Sch04] erwahnt der Autor, dass die Berechnung der Proyieste auch geometrisch inter-
pretiert werden kann: Man betrachte den euklidischen R@lThmIn diesem Raum bildet jede
Markierung einen Punkt; die Transitionsvektorsih werden als Vektoren in diesem Raum be-
trachtet. Sei nurs eine Markierung und; eine Transition. Das Schalten vgrentspricht dann
der Verschiebung voaum At;, es ergibt sich also wie gehatit= s+ At;. Ebenso kann man die
linear unabhéangigen Transitionen als Punkte in diesem Ratii@saan, namlich als Translati-
on des Punktes Burch den entsprechenden Vektor. Diese Punkte definieren einedigoe
E; dies ist die minimale Hyperebene, die alle durch die linear unabhéangigesifioaen defi-
nierten Punkte enthalt. Aus dieser Interpretation kann, wie in [SchOdhbeben, die Progress
Measure einer Markierungabgeleitet werden: Seider Punkt der Hyperebene mit dem kleins-

11



2 Grundlagen

ten Abstand zu @ndg die Gerade, die durathund Overlauft. Sei nun der Schnittpunkt vorg
mit der zuk parallelen Hyperebene, dsenthalt. Dann ist der Progress-Wert voder Abstand
zwischeni und Q wobei der Abstand zwischenuhdd den Progress-Wert 1 definiert.

2.3.3 Ansatze zur Optimierung

Die vorgestellte Berechnungsmethode lasst einige Optimierungsmaglichkaiteiiezwir im
Folgenden betrachten wollen.

1. Da nach Satz 1 die Anzahl der maximalen Iterationen der Sweep-Line-Netroportio-
nal zur Anzahl der Regresskanten des Erreichbarkeitsgraphgt) sees sinnvolldie Anzahl
der Regresstransitionen zu minimier@tudem wird sich durch solch eine Minimierung in vie-
len Féllen (abhéngig vom jeweiligen Petrinetz) die Anzahl der persistenisti@de des Er-
reichbarkeitsgraphen, welche im Speicher zu halten sind, reduzdagede Aktivierung einer
Regresstransition eine Regresskante im Erreichbarkeitsgrapheamitégen moglicherweise
zusatzlichen persistenten Zustand zur Folge hat. Das Ziel der naaidely&apitel ist es, einen
Ansatz zur Minimierung der Anzahl an Regresstransitionen zu erarbeiten

2. Weitere Verbesserungen konnten erzielt werden, indem versuatht Kétten von Regress-
transitionen zu vermeidemiese kénnen dazu fuhren, dass in einer Vielzahl von Iterationen
unndétigerweise immer wieder dieselben Zustdnde durchmustert werdbasbmdere bei einer
langen Kette von Regresstransitionen besteht die Gefahr, dass deisielz dieser Kette weit
hinter der Front liegt und somit grof3e Teile des Erreichbarkeitsgragrimenit durchmustert wer-
den.

3. Des Weiteren existiert der Ansatz d&weep-Bar-Methodals Modifikation der Sweep-Line-
Methode. Der Unterschied zur Sweep-Line-Methode besteht dars, elae gewisse Anzahl
der bereits inklusive aller Folgezustéande durchmusterten Zustdndeémdspeicher gehalten
wird, so dass man sich die Front eher als einen ,Balken” als als eine ,Lwiestellen kann —
einige Zustande, die bisher der Klag@) zuzuordnen waren, gehdren jetzt zur Klag3g. Be-
findet sich nun der Zielzustand einer soeben entdeckten Regresskatealb der Klass€3)
(also innerhalb der Sweep-Bar), muss dieser nicht als persistent mavkielen und ist somit
nicht Ausgangspunkt einer neuen Iteration. Demnach kann die Adealerationen durch die
Sweep-Bar im Vergleich zur Sweep-Line reduziert werden, sofegrésskanten innerhalb der
Sweep-Bar verlaufen. Die Schwierigkeit dieses Ansatzes besteht dieroptimale Anzahl der
zusatzlich zur urspringlichen Sweep-Line im Speicher zu haltendeaérfleszu ermitteln, um
einerseits moglichst viele Iterationen einzusparen, andererseits aberuwigiel Speicherplatz
zu verbrauchen. Mdglicherweise kann die optimale Gré3e der SweepuBalen Regresstran-
sitionen abgeleitet werden.

Grundsétzlich existieren zwei Freiheitsgrade in der beschriebenearciBamgsvorschrift, die
optimiert werden kénnen: Die Zusammensetzung der Méhgewie die Gfset-Werte der linear
unabhangigen Transitionen. Sind alle Transitionsvektoren linear ungigh#tU eindeutig be-
stimmt; alle Transitionen erhalten derft&@et-Wert 1, somit muss nichts optimiert werden, da die
Sweep-Line-Methode den kompletten Erreichbarkeitsgraphen in einechl2uf durchmustern

12
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Abbildung 2.4: Ein Petrinetz, bei dem keine Optimierung notig ist

kann. Solch ein Netz istin Abb. 2.4 dargestellt. Abhdngig vom Netz kanmesligauch maéglich
sein, dass verschiedene maximale Mengen linear unabhéngiger Vedxistaren. Eine geeig-
nete Wahl dieser Menge kdnnte sowohl zur Minimierung der Anzahltnvegafiset-Werte als
auch zur Vermeidung von Ketten von Regresstransitionen beitrageh.déadVahl der Basis
kénnten dann die set-Werte der linear unabhangigen Transitionen optimiert werden. Bisher
bekommt jede linear unabhangige Transitioten Qfset-Werto(t;) = 1 zugewiesen; allerdings
fuhrt jeder beliebige Werd(t;) # O fur diese Transitionen zu einer konsistenten Progress Mea-
sure. Somit konnte auch die Veranderung dieséséd-Werte zu Verbesserungen bei den unter
1. und2. aufgefuhrten Optimierungsmaglichkeiten fuhren.

Insbesondere bei der Wahl der Basis treten allerdings Schwierigkaifeba es zu aufwandig
ware, zuerst alle maximalen Mengen linear unabhangiger Vektoren eahrem und anschlie-
Rend die Menge auszuwéhlen, durch welche die geringste Anzahatives Gfset-Werten
berechnet wird, misste eine geeignete Heuristik zur Wahl der Basisdggfuverden.

Da wir die Entwicklung einer passenden Heuristik nicht erfolgreich dlestdn konnten, soll im
folgenden Kapitel eine neuer, auf der in [Sch04] entwickelten Methaedeekender Ansatz zur
automatischen Berechnung deff€&t-Werte vorgestellt werden, der uns flr eine Optimierung
besser geeignet erscheint.

13






3 Geometrisch basierter Ansatz zur
Berechnung der Offset-Werte

Der neue Ansatz zur Berechnung deffset-Werte basiert auf der in 2.3.2 beschriebenen geo-
metrischen Interpretation der Berechnung der Progress-Werte sdgéafler Feststellung Uber
die von den linear unabhéngigen Transitionsvektoren aufgespanpeehends in [Sch04]:

»~An optimal position would be such that as many as possible transitions pmint
the same side of the parallel of E through poirit O

In Abb. 3.1 ist eine optimale Lage vdhfiir ein Beispiel im zweidimensionalen Rau@f’ dar-
gestellt.

Wir werden nun genauer betrachten, wie di&s@t-Werte mit einer durch den Nullpunkt verlau-
fenden Hyperebene in Zusammenhang stehen.

Gegeben sei ein Petrinetz in Form seiner InzidenzmdriDie Offset-Werte der linear abhan-
gigen Transitionen ergeben sich bisher aus der Linearkombination fikat@Verte der linear
unabhangigen Transitionen({;) = 100(to) + ... + 4,0(t,) wie oben beschrieben). Sie kdnnen
allerdings auch als Progress-Werte aufgefasst werden, die dasdhishalige Schalten der ein-
zelnen Transitionem entstehen. Betrachten wir daher nun nicht nur die linear unabhangigen
Transitionen, sondern alle Transitionen als Punkte im R@{finWeitherhin seE eine Hyper-
ebene, die durch den Punkw@rlauft. Hyperebenen kdnnen eindeutig durch einen orthogonal
zu ihr stehenden Vektor beschrieben werden. Seiaaim orthogonal zLE stehender Vektor,

der seinen Ursprung im Punktat. Jetzt kénnen wiE durch

E={x|a"x=0] (3.1)

als Menge aller Punkte beschreiben, dieGrenthalten sindE teilt den RaumQ'™ in zwei
Halbraume. Auch diese kénnen wir, analog zur Hyperebene, als Mimrge ihnen enthaltenen
Punkte definieren:

{x|a"x> o} (3.2)
sowie
{x| a'x < 0} (3.3)

Fur einen Transitionsvektakt; gilt offensichtlicha - At; > 0, wenn er in den selben Halbraum
zeigt wie der Vektom unda- At; < 0, wenn er in den anderen Halbraum zeigt. Zeigt der Transi-
tionsvektor auf die Hyperebene, galtAt; = 0. Man kann also flr eine gegebene Inzidenzmatrix
M den Vektorx = a’ M berechnen, um festzustellen, welche Transitionen in welchem Halbraum
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3 Geometrisch basierter Ansatz zur Berechnung dese®Werte

T

At E
At4
A2
At3

] PO
a5/ |

Abbildung 3.1: Ein Beispiel fur die optimale Lage einer HyperebEnm Zweidimensionalen

bzw. auf der Hyperebene liegen.
Der folgende Satz zeigt, wie diese Betrachtungsweise fir die Bereghimirfset-Werte ge-
nutzt werden kann:

Satz 2 Sei M = |P| x |T| die Inzidenzmatrix eines Petrinetzes und a ein Vektor der Dimension
|P| mit dem Ursprund. Sind alle Komponenten ges Vektors x a" M ungleich 0, dann gilt:
x; ergibt den Gfset-Wert der Transition.t

Wir werden nun skizzieren, weshalb dieser Satz gilt\5eine Menge maximal linear unabhan-
giger Transitionsvektoren des gegebenen Petrinetzes. Diese Vegpanenen eine Hyperebene
E auf, die den Punkt @icht enthalt. MitE” bezeichnen wir nun die Hyperebene, welche parallel
zu E durch den Punkt @erlauft. Nun lasst sich ein zB” orthogonal stehender Vektarmit
dem Ursprung Ginden, der auE zeigt. Wir haben also zwei Mdglichkeiten gefunden, &m
zu beschreiben: durch die Mengevon Vektoren oder durch den einzelnen VekéoDieser
Vektor hat, da er orthogonal Zisteht, als Lange den kiirzesten Abstand zwis¢hend Q Auf

der jetzt beschriebenen Hyperebene liegen alle Transitonen, dieftit-@/ert 1 besitzen. Wie
oben beschrieben, kdnnen wir didf€et-Werte der linear unabhangigen Transitionen auch als
Progress-Werte diassen. Um also denff3et-Wert einer linear abhangigen Transitiorenu
bestimmen, kdnnen wir uns einen Vek&dworstellen, der dieselbe Lage besitzt wjgedoch in
der Lange so verandert ist, dass er genau auf die parallele Hyperebene zeigt, dieenthélt;
der Offset-Wert dieser Transition ist dann die Léange wbnGenau dies wird durck = a' At;
angegeben. Die fiset-Werte aller Transitionen kénnen daher rit a” M berechnet werden.

Die Lange vona beeinflusst unsere Berechnung insofern, als dass sich die Gro@¢iset-
Werte, nicht jedoch ihr Verhaltnis zueinander &ndert. Multiplizert mnanit einem Faktok € Q,
dann veréndert sich auch jedeff§€et-Werto(t;) um diesen Faktok.
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3.1 Beispiel zur Veranschaulichung

2/ t1 \b5
f P1
PO t2
2 4 D
t3 /4
t4

Abbildung 3.2: Beispiel-Petrinetz zur geometrisch basierten Berechremgfidet-Werte

Durch unsere neue Methode existiert statt wie bisher zwei Freiheimgi@edr Wahl der Ba-
sis und der Veranderung defff®et-Werte) mit dem Vektoa nur noch eine multidimensionale
Variable, die veréandert werden kann, um eine mdglichst geringe Arrahegativen @set-
Werten zu erreichen. Zudem muss die (noch nicht zum Purkt€chobene) Hyperebene jetzt
nicht mehr zwangslaufig linear unabhéngige Vektoren enthalten. Dia Owerlaufende Hyper-
ebene kann nun (bis auf einige Einschrankungen, wie wir spéter sedrdan) beliebig gedreht
werden. Hierdurch kann die Anzahl an Regresstransitionen moglielsawn gréRerem MalRe
verringert werden als mit der vorherigen Einschrankung.

3.1 Beispiel zur Veranschaulichung

Im folgenden soll die eben beschriebene Methode zur automatischenhdeng von @set-
Werten anhand eines Beispiels veranschaulicht werden. Gegebsin Betrinetz mit der Inzi-

denzmatrix
Mo(2 3 0 -1 -1
“\5 -1 -4 -2 4

; dieses ist in Abb. 3.2 dargestellt. Die 5 Transitionen des Netzes betragintenn als Punkte
im RaumQ'P!; da das Netz nur 2 Platze enthalt, kénnen wir uns dies in einem zweidimelesiona
Koordinatensystem darstellen (siehe Abb. 3.3). Nun wéhlen wir den Mekto= (5,2), der
die Hypereben& beschreibt. Dieser teilt den Raugi” in die Halbraumgx| a”x > 0} sowie
{x|a"x < 0} (siehe Abb. 3.4). Jetzt berechnen wit= a" M = (20,13 -8, -9, 3). Wie an Abb.
3.4 zu erkennen ist, liegen genau die positiven Komponenterkvordem Halbraum, in den

a zeigt. Da keine Komponente des Vektorslen Wert 0 annimmt, bilden sie gultigeffSet-
Werte flr die einzelnen Transitionen; es @ift)) = x;, alsoo(tp) = 20, 0(t1) = 13,0(ty) = -8,
o(t3z) = =9 undo(ty) = 3.

17



3 Geometrisch basierter Ansatz zur Berechnung dese®Werte

P1

-1 1 PO

Abbildung 3.3: Darstellung der Transitionen aus Abschnitt 3.1 im Koordisgtesem

P1

az:x<0 2

Abbildung 3.4: Darstellung der durehdefinierten Halbraume
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3.2 Probleme mit Nullen als @et-Werte

m[\ @

Abbildung 3.5: Ein Petrinetz, bei dem Probleme mit deffs&-Wert 0 auftreten

3.2 Probleme mit Nullen als Offset-Werte

Durch die Berechnung derff3et-Werte nach der algebraischen Methode war sichergestellt, dass
linear unabhangige Transitionen deffs@t-Wert 1 erhalten; durch den neuen, geometrisch ba-
sierten Ansatz zur Berechnung kénnen diese Transitionen jeden belie@figget-Wert anneh-
men. Sofern die @set-Werte aller Transitionen ungleich 0 sind, ergibt sich trotzdem einéskons
tente Progress Measure und die Sweep-Line-Methode kann ohnlerReohusgefiihrt werden.

Es ist jedoch nach dem geometrisch basierten Ansatz auch moéglich, dessaraler linear
abhangige Transitionen derffeet-Wert 0 erhalten, wenn wir die Wahl des Vektansicht ein-
schranken. Schauen wir uns hierzu das folgende Beispiel an:

Sei 11

=74
die Inzidenzmatrix eines Petrinetzes mit den Plat2ea {Pg, P;} und den Transitioneil =
{to, t1}. Das zugehdorige Petrinetz ist in Abb. 3.5 dargestellt. Wie man an der Irzzigerix er-
kennen kann, sind beide Transitionen voneinander linear abhanglydeaVorgehensweise der
algebraischen Methode kann man entwegedert; als linear unabhangige Transition wéhlen.
Wahlt mant; als linear unabhangig, erhalt maip) = 1 undo(t;) = —o(tg) = —1; wahlt mant;
als linear unabh&ngige Transition, erhalt man analbg = 1 undo(tp) = —o(t;) = —1. Anhand
dieser Werte wird deutlich, was auch an Abb. 3.5 zu erkennen ist: Einteetldgn Transitionen
sorgt fur ,Fortschritt“, wahrend das Schalten der anderen Transtiwen ,Rickschritt“ bedeu-
tet.
Mdchte man die @set-Werte nach der geometrisch basierten Methode berechnen, muss der
Vektora™ = (ar, ap) angegeben werden. Berechnet man runa’ M, erhélt man genau dann
x = (0,0), wenna; = ap gilt. Da nun alle Transitionen denfl3et-Wert 0 besitzen, ist auch
der Progress-Wert fur alle Markierungen 0. Weil alle Markierungemgleichen Progress-Wert
haben, ist nicht mehr erkennbar, welche Zustdnde aus dem Spedaitiscig werden kénnen
- die Sweep-Line-Methode wird hinfallig. Es muss also verhindert werdass Transitionen,
die voneinander linear abhangig sind, deffisét-Wert 0 erhalten. Die einfachste Losung dieses
Problems ist es, nur Vektoremzuzulassen, die fiir alle Transitionen zif€et-Werten fiihren,
welche ungleich 0 sind. Geometrisch interpretiert bedeutet dies, dastrkesitionsvektor auf
die gewéhlte Hyperebene zeigen darf.
Da nach der Berechnungsmethode des algebraischen Ansatzesidmanslen Gfset-Wert 0
erhalten kénnen, ohne dass die Konsistenz der Progress Meaduretdheeintrachtigt ist, ist

19



3 Geometrisch basierter Ansatz zur Berechnung dese®Werte

es dfensichtlich, dass es bessere Losungen fir dieses Problem gebermaessen Nullen als
Offset-Werte nach gewissen Kriterien zugelassen sind. D#&n#an einer solchen Lésung ist
nicht Bestandteil dieser Arbeit. Wir wenden uns stattdessen der Optimideur#fgnzahl negati-
ver Offset-Werte zu.
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4 Optimierung der Anzahl negativer
Offset-Werte

In Abschnitt 2.3.3 wurde gezeigt, dass sich die Minimierung der Anzaldtiveyg Cfset-Werte
positiv auf die Laufzeit der Sweep-Line-Methode auswirken kanrs der im vorherigen Ab-
schnitt beschriebenen Berechnungsmethode kann jetzt ein Ansatptoniédung der @set-
Werte entwickelt werden.

Um maoglichst wenige negativeft3et-Werte (und damit wenige Regresstransitionen) zu erhal-
ten, muss eine durchv@rlaufende Hyperebene gefunden werden, die den Fgilirso in zwei
Halbraume teilt, dass méglichst viele Transitionen in einem und somit méglichgyevéransi-
tionen im anderen Halbraum liegen. Gesucht wird also ein Veksor, dass der Vektor= a' M
mdglichst viele positive Komponenten enthalt. (Ebenso kénnta singesucht werden, dass
moglichst viele negative Komponenten enthalt; hat man dieses gefundesmixrausa’ M be-
rechnet werden, um wiederum eimmit moéglichst vielen positiven Komponenten zu erhalten.)
Folgender Ansatz bringt uns dem Ziel, ein solches finden, ein grof3es Stiick néher:
Gegeben sei die Inzidenzmatrix

M =

M - Mk ]
Mh1 T Mhk

eines Petrinetzes mit den Transitionén= {to, ..., tx-1} sowie den Platze® = {po,..., Pn-1}-
Weiterhin seia” = (ay, ..., a,) ein Vektor. Die Forderung, dass méglichst viele Komponenten
des Vektorsx = a’ M gréRer als 0 sein sollen, lasst sich séfassen, dass von den folgenden
Ungleichungen mdglichst viele erfiillt werden missen:

M-ag+--+My-a > 0
e et >0

My-ag+---+M-a > 0

Der Transitiont;_1 ist also die Ungleichung
Myj-ag+---+My-a,>0 (4.2)

zugeordnet. Die linke Seite der Ungleichung entspricht hierbei déisetWert der jeweili-
gen Transition. Diese Ungleichungen betrachten wir nun als Nebenhedjag eines linearen
Optimierungsproblems (im Folgenden auch kurzladur ,Lineares Programm® bezeichnet).
Sind alle Ungleichungen erfillbar, ist das LP zuléssig; die Anzahl negyaiffset-Werte kann
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4 Optimierung der Anzahl negativenfet-Werte

zu 0 minimiert werden, so dass das zugehdérige Petrinetz keine Regmeitgtneen enthalt. Als
Vektor a kann dann ein beliebiger Wert aus der Menge der zulassigen LosulegeloPs ge-
wahlt werden, um nur nichtnegativeffSet-Werte zu erhalten. Bei vielen Petrinetzen werden
sich allerdings nicht alle Regresstransitionen eliminieren lassen. In sofélilem ist es nicht
mdglich, dass alle Ungleichnungen gleichzeitig erflillt sind; das zugehBRget unzulassig.
Somit kann kein Vektoa gefunden werden, so dagsur positive Komponenten enthalt. Da
die Anzahl negativer @set-Werte aber nur vor der Berechnung vobestimmt werden kann,
wenna aus einer zuldssigen Menge eines LPs gewahlt wird, versuchen wiausiler obigen
Menge von Ungleichungen eine Teilmenge zu finden, die wiederum einesm#dVienge eines
LPs beschreibt. Hierbei ist es unser Ziel, moglichst wenige Ungleiclmungesliminieren, da
fur Transitionen, deren zugehdrige Ungleichnung (4.1) eliminiert wikchtrgarantiert ist, dass
ihr Offset-Wert gréRer als 0 ist. Je weniger Ungleichungen eliminiert werdstg deehr Tran-
sitionen kann demnach garantiert ein nichtnegativis&d-Wert zugewiesen werden.

Wir suchen also aus unserer Menge von Ungleichungen die groRtmoégedheenge, die Ne-
benbedingung eines zulassigen Linearen Programms sein kann.

Auf dieses Problem wollen wir im folgenden Abschnitt naher eingehen.

4.1 Das Maximum Feasible Subsystem Problem

DasMaximum Feasible Subsystem Problémrz MaxFS) beschéftigt sich mit der Frage, wie
aus einer Menge unzuléssiger linearer Nebenbedingungen eineigelfdssmenge maximaler
GroRe gewonnen werden kann. Eine exakte Formulierung des Probhetasrfian in [APT99]:

Definition 2 (MaxFS) SeiX : {Ax < b} ein unzulassiges System mitéAR™" und b € R™.
Finde ein zulassiges Teilsystem, das so viele Ungleichungen wie mdgliétit.enth

Das Problem kann auch derart betrachtet werden, dass die kleinsgeeMe Ungleichungen
gesucht wird, welche aus einem unzuldssigen System entfernt wenges) um ein zulassiges
zu erhalten; dann wird es aléinimum Unsatisfied Linear Relation ProbldMinULR) [AK94]
bezeichnet. Es existiert noch eine weitere Betrachtungsweise, flir dieundrchst folgende
Definition benétigen:

Definition 3 (1IS) Eine irreduzible, unzulassige Menge von Nebenbedingungen Kkrzir
Jrreducible infeasible set") ist eine unzulassige Menge von Nebenbedigen, von der jede
echte Teilmenge eine Menge zuldssiger Nebenbedingungen bildet.

Somit muss aus einem IIS nur eine Nebenbedingung entfernt werdezinuulassiges System
zu erhalten. Eine Menge unzuldssiger Nebenbedingungen kann poreeetielle Anzahl an 1S
enthalten [Cha94]. Nun kann man versuchen, die Menge mit der kleinsteahAan Unglei-
chungen zu finden, so dass diese mindestens eine Ungleichung audigdia betrachteten
Systems enthdlt; dieses Problem ist bekannvatsmum-Cardinality 1IS Set Covering Problem
(kurz Mix 11S Cover) [Chi96]. MiN 1IS Cover ist identisch zu NNULR.

MaxFS ist NP-schwer [AK95, Cha94]; dementsprechend sind angepalggisthmen notig,
um MaxFS-Instanzen in vertretbarer Zeit exakt oder annaherungsweléseau
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4.1 Das Maximum Feasible Subsystem Problem

4.1.1 Algorithmische Lésungsmethoden

Fur MaxFS wurden verschiedene algorithmische Lésungsmethoden entwickeltiélza die-
ser Stelle ein kurzer Uberblick gegeben werden soll.

MaxFS kann mittels gemischt-ganzzahliger Programmierung exakt gelost werdbai eine
moglichst groRRe, positive Variable, das sogenamiteM 1, eingefiihrt wird, um herauszufin-
den, welche Ungleichungen zur Lésung des Problems eliminiert werdesem{SGM91]. Die
geeignete Wahl ddBig-M kann hierbei sowohl beziiglich des findens des Optimums als auch
beziglich der Numerik (bei der Losung des gemischt-ganzzahligemadPnoges) Schwierigkei-
ten bereiten. [ABCO08]

Zudem kann MxFS als Lineares Programm mit Gleichgewichtsnebenbedinguhieraf Pro-
gram with Equilibrium Constraintskurz: LPEC) exakt formuliert werden [Ama03]. Aufgrund
der Nichtlinearitéat solcher Modelle ist es jedoch schwer, eine optimale lgdaufinden.

Einige weitere Ansatze beziehen sich aukMS Cover. So wird beispielsweise vorgeschlagen,
nach Aufzahlung aller IIS ein Mengenuberdeckungsproblem tbsedieu I6sen, um so eine
Losung fir Mn 11IS Cover zu erhalten [PR96]. Hierbei werden Heuristiken eingesetzt, um die
Berechnung zu beschleunigen.

Eine auf diesem Ansatz sowie einem speziellen Branch-and-Cut-Algostftid4] basierende
Methode liefert exakte Losungen in kiirzerer Zeit als alle anderenrisistierenden exakten
Methoden [Pfe08].

Eine Heuristik mit kurzer Laufzeit, die trotzdem fir viele unzuléassige Systsghe gute Re-
sultate hervorbringt, wurde von Chinnek entwickelt [ChiO1]. Innerluidiser Heuristik werden
mehrere ,elastischeefastig Lineare Programme gel6st: Es werden zusatzliche ,klnstliche”
(artificial) Variablen eingeflhrt, die das LP zulassig werden lassen; die Losnag solchen
LPs gibt Anhaltspunkte, welche Ungleichungen eliminiert werden missesjah der Losung
eines Mn 1IS Cover-Problems anzunéhern.

In [ABCO8] wird eine Zwei-Phasen-Heuristik vorgestellt; in der ersteadetwird eine Relaxie-
rung des MxFS-Problems geldst, welche in der zweiten Phase mittels einer exakten Formulie-
rung des Problems verbessert werden soll.

Ferner wurden Algorithmen flr approximative Losungen von sehregrdd/stemen mit hun-
derttausenden [MWEO2] und Millionen [ABHO05] von Ungleichungen enkeit; welche fir
unsere Zwecke allerdings wohl kaum relevant sein werden, da Re&imét einer solch hohen
Anzahl an Transitionen in der Praxis kaum vorkommen dirften.

Aufgrund der Aktualitat einiger genannter Publikationen kann davogegangen werden, dass
die Entwicklung von #izienten Algorithmen zur Losung von MFS-Instanzen weiterhin Ge-
genstand der Forschung ist.

Lwir verwenden hier die in der Literatur gangige Bezeichnung;BigsM steht in keiner Beziehung zur Inzidenz-
matrix M.
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4 Optimierung der Anzahl negativenfet-Werte

toz/?j uz/?j

Abbildung 4.1: Ein Petrinetz, dessen Regresstransitionen nicht miFB minimiert werden
kénnen.

4.1.2 Schwierigkeiten bei der Anwendung von M axFS beziglich der
Optimierung

In Abschnitt 3.2 haben wir beschrieben, warum es problematisch ist,ureserer geometrisch
basierten Berechnungsmethode Nullen afis@-Werte zuzulassen. Dieses Problem tritt nun
wieder auf, wenn wir die Minimierung der Anzahl negativer Progresst¥\als MxFS-Problem
formulieren wollen. Nach Definition 2 missen fir eindMrS-Problem Ungleichungen der Form
AX < b gegeben sein; da wir jedoch Nullen al§€2t-Werte vermeiden wollten, haben unsere
Ungleichungen die FormAx > 0 (siehe S. 21). Das Problem, aus einer Menge von (beliebi-
gen) unzuldssigen linearen Relationen eine zulédssige Teilmenge maximali® Grdiewin-
nen, wird als MxFLS bezeichnet. Amaldi und Kann definieren das ProbleaxRLS® fiir

R € {=,>,>,#} [AKI5]. Im Gegensatz zu MxFS konnten hierzu allerdings kaum Publika-
tionen gefunden werden. Mdglicherweise kdnnen jedoch von demgtaraAlgorithmen fir
MaxFS einige so modifiziert werden, dass mit ihnerx¥LS-Probleme geldst werden kdnnen.

Betrachten wir an dieser Stelle ein Beispiel (siehe Abb. 4.1): Gegebemsieetrinetz mit der
Inzidenzmatrix

1 0 -1 0
0 1 0 -1
M=1'1 0 1 o
0 -1 0 1

. Aus diesem konnen wir die Ungleichungen

aa—-az > O 4.2)
aw-a4 > 0 4.3)
-a1+a3 > 0 (4.4)
—a+a4 > 0 (4.5)

ableiten. Es ist erkennbar, dass sowohl (4.2) und (4.4) als auchu@d3{4.5) nie gleichzei-
tig erfullt sein kdnnen. Somit existieren fir dieses System von Ungleidurger zuldssige
Teilsysteme maximaler Kardinalitd(4.2), (4.3)}, {(4.2), (4.5)}, {(4.3), (4.4)} sowie{(4.4), (4.5)}.

Mdchten wir die Optimierung als MFS-Problem formulieren, missen wir die}-Relationen
durch{>}-Relationen ersetzen; dadurch wére allerdings das gesamte Systenmgtaicbun-
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4.2 Beispiel: Petrinetz ohne Regresstransitionen

PO

tl?
PZ?tS t4
tSI?

P3O

Abbildung 4.2: Ein Petrinetz, bei dem Regresstransitionen verhindedenddnnen

gen erfullbar fura; = az unda, = a4. Hierdurch wirden alle Transitionen derif€et-Wert 0
erhalten; fur dieses Petrinetz ist eine Formulierung alsW&-Problem demnach nicht sinnvoll.

4.2 Beispiel: Petrinetz ohne Regresstransitionen

Im Folgenden wollen wir ein Petrinetz betrachten, bei dem durch die obsthhiebene Be-
trachtungsweise Regresstransitionen verhindert werden kénngeb&esei das durch die In-
zidenzmatrix

-1 0 -1 0 -1 O

1 -1 0 0 0 -1

0O 1 1 -1 0 O

O 0 O 1 1 1

definierte Petrinetz aus Abb. 4.2. Nach der Vorgehensweise der aigetien Methode konnten

wir jetzt beispielsweise die Basld = {tg, t3, t4} wahlen; dann erhalten wir diefl3et-Werte

o(to) = o(ts) = o(ts) = 1 sowieo(t1) = o(ts) — ofts) — ofto) = —1, o(tz) = o(ts) + O(tz) = 2
undo(ts) = o(ts) — o(tp) = 0. Wir erhalten durch diese Berechnung also eine Regresstransition,
namlicht;. Berechnen wir die @set-Werte jedoch nach unserem geometrisch basierten Ansatz
aus Abschnitt 3, kdnnen wir wie oben beschrieben aus der Inzidenzmsaths Ungleichungen

von der Form (4.1) (siehe S. 21) ableiten:

M =

—ag + ay
—ap + ag
—aj + ag
—az +ay

vV V V V
o O O O
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4 Optimierung der Anzahl negativenfet-Werte

—-a1+a4 > O
—a+a4 > 0

Dieses System von Ungleichungen bildet eine Menge zulassiger Neatiegbegen fir ein Li-

neares Programm; somit kénnen wir jeden beliebigen Punkt innerhalluddr diese Unglei-
chungen beschriebene Menge als Velddiir die Berechnung der fset-Werte nutzen, um
nur positive Gfset-Werte zu erhalten. Wahlen wir beispielswei’s'e: (1,2,3,4), erhalten wir

x=a'M=(1,121,3,2) = (o(tg), ..., o(ts)).

4.3 Beispiel: Petrinetz mit Regresstransitionen und die
geometrische Interpretation von M aAxFS

An dieser Stelle wollen wir noch einmal das Beispiel aus Abschnitt 3.1 atégreim zu veran-
schaulichen, warum man die Minimierung der Anzahl negati&s€d-Werte fir dieses Petrinetz
als MaxFS-Problem afliassen kann. Auch fur dieses Beispiel kénnen wir wiederum ein System
von Ungleichungen erstellen:

21 +5a, > O
3ay—-a > 0
-4a, > O
-aq—-2a > 0
-aa+4a > O

Es existiert kein Vektog, fur den alle Ungleichungen erflllt sind; somit enthélt das Petrinetz
mindestens eine Regresstransition. Daher suchen wir nun eine gréRtenteldieser Unglei-
chungen, die ein zulassiges System bildet. Wir kdnnen uns das Probietie$gés Netz im
Zweidimensionalen durch eine geometrische Interpretation veranscheaulich

Jede der Ungleichungen unseres Systems beschreibt wiederum eibeauth; alle Punkte, die
eine einzelne Ungleichung erflllen, liegen in dem von ihr beschriebentadim. Stellen wir

die Ungleichungen nun naeh um, so dass wir sie problemlos im Koordinatensystem darstellen
koénnen:

to: @ > 2a
0 2 5 1
1 a < 3
bh:ra < 0

3: a < !
3 2 2
:a > A

4 . A2 4
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4.3 Beispiel: Petrinetz mit Regresstransitionen und die geometrische In#gigme/onM axFS

a2

Abbildung 4.3: Darstellung der den Transitionen zugeordneten Halbraume

Die durch die Ungleichungen festgelegten Geraden sind in Abb. 4.3slaligeflir blaue Gera-
den liegt der beschriebene Halbraum oberhalb der Geraden, fuGevsglen liegt er unterhalb
derselben (dies ist nochmals durch Pfeile dargestelit).

Der Schnitt mehrerer Halbrdume bildet élyeder Wie in Abb. 4.3 zu erkennen ist, ist der
Schnitt der dort dargestellten Halbrdume leer. Wir suchen nun also raar@3tmoglichen
Menge von Ungleichungen, die ein nichtleeres Polyeder beschreilesnistdie geometrische
Interpretation des MxFS-Problemg. Anhand der Abb. kann man erkennen, dass mindestens
zwei Geraden entfernt werden missen, um ein nichtleeres Polye@ehaiten. Entfernt man
beispielsweise die ztp und tz zugehdrigen Geraden (und damit die entsprechenden Unglei-
chungen), wird durch die restlichen Ungleichungen ein nichtleeres ékalyxeschrieben (siehe
Abb. 4.4). Diese Ungleichungen bilden nun das groR3te zulassige Teitsystseres unzulas-
sigen Systems; dementsprechend besitzen alle Transitionen aus der fifenghk} positive
Offset-Werte. Da es keine Menge von Ungleichungen mit gro3erer Kardirgabtédie ein zu-
lassiges System beschreibt, existiert auch keine gréRere Menge rasitibreen mit positiven
Offset-Werten. Aus der vom gefundenen Teilsystem beschriebeneneMengPunkten kann
man nun einen beliebigen Vektawahlen (bspwa' = (5, 2) wie in Abschnitt 3.1), um @set-
Werte fur die Transitionen des Petrinetzes zu berechnen, von denémahaiele nichtnegativ
sind.

2Genau genommen miissten die Ungleichungen fiir eixA8-Problem wiederum alg:}-Relationen beschrieben
werden, was in unserem Beispiel ohne Einschrankungen méglich dadie Gleichheit hier hinzugefiigt werden
kann, ohne dass Probleme bei der hier vorgestellten Berechnujfdet-Werte eintreten.
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4 Optimierung der Anzahl negativenfet-Werte

a2

Abbildung 4.4: Darstellung des aus den Transitiotgety undt, ableitbaren Polyeders (grun)
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5 Schlussbemerkungen

5.1 Zusammenfassung

Das Ziel der vorliegenden Arbeit war es, einen Ansatz zur Optimierunguwtematischen Be-
rechnung von Progress-Werten fir die Sweep-Line-Methode benlzen zu erarbeiten, wo-
bei wir uns auf die Minimierung der Anzahl negativeff€é®t-Werte konzentriert haben. Wir sind
zunéachst auf die Sweep-Line-Methode und auf eine bereits existerdgdbraische Metho-
de zur automatischen Berechnung von Progress-Werten fir dieBetogietzen eingegangen.
Hierbei haben wir drei Optimierungsanséatze beschrieben: Die Minimietandnzahl an Re-
gresstransitionen, die Vermeidung von Ketten von Regresstransitiomgéa den Ansatz der
Sweep-Bar-Methode. Aufbauend auf dem bisherigen Verfahreerhair einen neuen, geo-
metrisch basierten Ansatz zur Berechnung déis@-Werte vorgestellt, welcher uns flr eine
Optimierung besser geeignet erscheint. Wir haben festgestellt, dassdmndAnsatz Probleme
auftreten kbénnen, wenn Nullen al€i€et-Werte zugelassen werden.

Im Anschluss haben wir einen Ansatz zur Optimierung der Anzahl nega@i¥set-Werte ent-
wickelt und haben festgestellt, dass unser Problem Meximum Feasible Subsystem Problem
sehr ahnlich, wenn auch nicht zu diesem identisch ist; daher kann die Qptimi&ir einige,
aber nicht alle Petrinetze alsa¥FS-Problem aufgefasst werden.

5.2 Ausblick

In dieser Arbeit bleiben einige Frageffen, die zukunftigen Arbeiten Uberlassen werden mis-
sen.

Zunachst konnte nicht geklart werden, nach welchen Kriterien in éeednung des geome-
trisch basierten Ansatzes deft&@et-Wert O fUr eine Transition zugelassen werden kann, um eine
konsistente Progress Measure zu erhalten. Dies stellt grundsatzlidaiegahirankung dar, die
maoglicherweise fir einige Petrinetze eine weitere Minimierung désedWerte verhindert.
Zudem muss geprift werden, ob existierende Algorithmen zur LosulyldeFS-Problems so
abgewandelt werden kdénnen, dass sie ohne Einschrankung &neu@ptimierung genutzt wer-
den kdnnen.

Wir haben in dieser Arbeit nur eine der in Abschnitt 2.3.3 angegebengmi@pingsmaglich-
keiten betrachtet. Nicht in allen Petrinetzen kann die Anzahl an Regmesisitaen minimiert
werden; so treten beispielsweise im Petrinetz fiir den Mutex-Algorithin(sehe Abb. 5.1)
immer genau zwei Regresstransitionen auf. Sowohl die Verhinderungetten von Regress-
transitionen als auch die Sweep-Bar-Methode kdnnen unabhéngigvdimimierung der An-
zahl von Regresstransitionen betrachtet werden. Versuche, diepSBa-Methode ohne wei-

!Da dieses Netz einen konkreten Algorithmus modelliert, wurde hier einanfysfnarkierung mit angegeben.
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5 Schlussbemerkungen
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Abbildung 5.1: Petrinetz fur den Mutex-Algorithmus

tere Optimierung zu nutzen, brachten allerdings nur einen sehr gerirggéarrRancegewinn.
Mdglicherweise kann sie jedoch in Kombination mit den anderen beiden Optmgisktiterien
vorteilhaft genutzt werden.

Das Ziel zukUnftiger Arbeit sollte letztendlich sein, alle drei Optimierungskeiteso zu kombi-
nieren, dass Progress-Werte berechnet werden, mit denen eine rabiglitd Performance der
Sweep-Line-Methode erzielt werden kann.
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