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Aufgabe 1 (6 Punkte):
Sei o eine Symbolmenge und L, die zu o gehorende Sprache erster Stufe.

(a) Sind die Formeln
(i) ¥1 := VaIyp — JyVap
(ii) o := IyVaep — VaIye
fiir beliebige Formeln ¢ aus L, mit frei(p) = {z,y} allgemeingiiltig? Begriindung!

(b) Zeigen Sie, dass fiir alle Formeln ¢(z,y) und £(z,y) aus L, mit frei(p) = frei(§) = {z,y} folgende Formel
allgemeingiiltig ist:
(VaVyp(z,y) — e3yé(z,y)) < ry(p(z, y) — (2, 9)).

Aufgabe 2 (4 Punkte):
Geben Sie Formeln ¢y und ¢ in prénexer Normalform an, die zu den Formeln ¢; und ¢o dquivalent sind, wobei
1,92 € L, mit 0 = {Ry, Ra, R3, f1, f2} wie folgt definiert sind:
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(a) @1 == Jz(VyRi(z,y,2) — Iyfi(z) = fa(y, 2)).
(b) @2 :=Va(Vy(Ra(y, 2) V ~Rs(z,y)) = ~Vz Ri(z,y,2)).

Aufgabe 3 (4 Punkte):
Sei o := {f}, wobei f ein Funktionssymbol ist.
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(a) Geben Sie einen L,-Satz ¢ an, so dass fiir alle o-Strukturen A = (A, f4) gilt:

AlE p<+— fA ist surjektiv, und wenn fA injektiv ist, dann ist
f# seine eigene Umkehrfunktion.

(b) Geben Sie eine o-Struktur an, die folgenden o-Satz erfiillt:
¥y (f (@)= (y) — v=y) A 3oy f(y)=2

(c) Sei A= (A4, fA) die o-Struktur mit 4 := N und f4: A — A definiert durch
fA(a) :=2a firalleac A

Seien ) )
e1 =y (f(x)=y A fly)=z),

2 =Yy (f(2)=y — y=F(/(2)))-
Geben Sie fiir ¢ = 1, 2 jeweils die Menge
pi(A) :={a € A| A @ild]}

an.

Aufgabe 4 (6 Punkte):
Fiir eine o-Struktur A sei
L,(A) :={p(A) |n>1, p(x1,..,2n) € Ly}

L, (A) ist also eine Menge von Relationen iiber A. Zeigen Sie:

(a) Fiir alle n-stelligen Relationen Ry, R € L,(A) ist auch die Relation R; U Ry in L, (A).



(b) Fiir alle n-stelligen Relationen Ry € L,(A) und alle m-stelligen Relationen Rz € L,(A) ist auch die Relation
Ry % Ry in Lo (A).

(c) Fir alle n-stelligen Relationen R € L,(.A) ist auch die Relation A" \ R in L, (A).

(d) Fiir alle n > 2, 1 <k <n und n-stelligen Relationen R € L,(A) ist auch die (n — 1)-stellige Relation

7k (R) = {(a1, ..., k-1, k41, -, an) | ex.0, € A, (a1,...,a,) € R}

in L,(A).
(e) Fiir alle n-stelligen Relationen R € L,(A) und jede bijektive Abbildung S : {1,...,n} — {1,...,n} ist auch die
Relation
Qs(R) = {(as(l), ...,(Ls(n)) | (al, ...,an) S R}
in L,(A).

(f) Fiir alle n-stelligen Relationen R € L,(A) und alle 4, j mit 1 < i,j < n ist auch die Relation
Ui:j(R) = {(al, ...,an) €ER | a; = aj}
in L,(A).

Abgabe: Bis Donnerstag, 22. Januar, 9.15 Uhr; vor der Vorlesung am Donnerstag oder Einwurf in den Briefkasten
vor dem Sekretariat des Lehrstuhls Logik in der Informatik.



