6 Zur Ausdrucksstarke der Logik der 1. Stufe

6.1 Kompaktheit und Lowenheim-Skolem
Modellklassen und Axiomatisierbarkeit
Definition 6.1. 1. Fir eine Satzmenge C S, sei
Mod, (®) := {A | A o-Struktur mitA = ¢}.

2. Eine Klassés< vono-Strukturen ist{erststufig) axiomatisierbgloderA-elementa), wenn
es eine Satzmenge C S, gibt, so dasg( = Mod, (P).

3. Eine KlasseK von o-Strukturen istendlich axiomatisierbafoder elementa), wenn es
eine endliche SatzmengeC S, gibt, so dass< = Mod, (P).

Endliche Axiomatisierbarkeit

Beispiel 6.2 Die Klassen aller Graphen, Ordnungsstrukturen, Gruppémpdt sind endlich
axiomatisierbar.

Lemma 6.3. Sei K eine endlich axiomatisierbare Klasse verStrukturen. Dann gibt es einen
Satzp € S, mit K = Mod, ({p}).

Korollar 6.4. SeiK eine endlich axiomatisierbare Klasse vefStrukturen. Dann ist auch
K% .= {A| Ao-Struktur A ¢ K}
endlich axiomatisierbar.

Beweis(von Lemma 6.3)
K =Mod,({¢1,--.,¢n}) <= K =Mod,({x1 A...\Non}). O

Machtigkeit von Strukturen

Definition 6.5. Die Machtigkeiteiner Struktur oder Interpretation ist die Machtigkeitegimra-
gers. Eine Struktur oder Interpretation &stdlich bzw. unendlich abzahlbay tberabzahlbar
wenn sie eine entsprechende Machtigkeit hat.

Satz 6.6.Die Klasse aller unendlichem-Strukturen ist axiomatisierbar.

Beweis
Firn > 1 sei

Yn =3dz1...dz, /\ T = Tj.

1<i<j<n
Dann qilt fir allen. > 1 und alle Strukturem:

A=, <= |Al >n.
Also axiomatisiert{,, | n > 1} die Klasse der unendlichen Strukturen. O
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Nichtaxiomatisierbarkeit der Endlichkeit

Lemma 6.7. Sei® C L, eine Formelmenge, die beliebig méchtige endliche Modedkstht.
Dann besitztb ein unendliches Modell.

Satz 6.8. 1. Die Klasse aller endlichen-Strukturen ist nicht axiomatisierbar.

2. Die Klasse aller unendliches+Strukturen ist nicht endlich axiomatisierbar.

Beweis(von Lemma 6.7)
Firn > 1 seip, wie im Beweis von Beispiel 6.6. Sei

O :=dU{p, | n>1}

Dann ist jede endliche Teilmenge véherfillbar, also nach dem Kompaktheitssatz a@ithAlle Modelle
von @’ sind aber unendlich. Also besitét und damit auchp ein unendliches Modell. O

Beweis(von Satz 6.8)

1. Folgt aus Lemma 6.7.
2. Folgt aus (1) und Korollar 6.4.

Nichtaxiomatisierbarkeit des Zusammenhangs von Graphen
Satz 6.9.Die Klasse aller zusammenhéngenden Graphen ist nicht axisierdar.

Beweis
SeiYy(z,y) :=x =yundfirn > 1

Up(x,y) := JxoIzy ... Jzy (xo =z Axp=yA /\ E:Bi,lxi).
=1
Dann qilt fur alle Grapheg und allea, b € G-
G = ¢la,b] <= es gibt einen Weg der Langevon a nachb.

Also

G {~n(x,y) | n>1} [%, g] <= es gibt keinen Weg voa nachb.
Angenommen® C S, axiomatisiert die Klasse der zusammenhéangenden Graphen.

Dann ist

Graph

U= U{¢n(z,y)[n>1}
unerfillbar.

Jede endliche Teilmengg, von ¥ ist aber erfullbar: Sein := max{n | ¢, € ¥}. SeiG,, der Graph
mit TragerG,, := {0,...,m+1}undEY := {(i — 1,7) | 1 <4 < m + 1}. Dann gilt:

1. G, | @, denng,, ist zusammenhé&ngend.
2. Gm | ~n[0,m + 1] fur allen < m.

Also G, = Ty [%, mTH}

Nach dem Kompaktheitsatz ist damit augterfillbar. Widerspruch. O
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Der Satz von Lowenheim und Skolem

Satz 6.10(Satz von Lowenheim und Skolem)ede abzahlbare erflllbare Formelmene_ L,
besitzt ein abzéhlbares Modell.

Korollar 6.11. Seic abzahlbar. Dann ist die Klasse aller Gberabzahlbare®trukturen nicht
axiomatisierbar.

Bemerkung 6.12. Das Korollar gilt sogar fur beliebige und nicht blofR3 fir ablb@re Symbol-
mengery.

Beweis(des Satzes von Léwenheim und Skolem)
Sei® C L, abzahlbar.
OBdA kénnen wir annehmen:

1. o ist abz&ahlbar (sonst ersetzen widurch{s € o | s kommtin® vor}).
2. Var\ frei(®) ist unendlich (sonst ersetzen wir Uberaldurchuvs;, simultan fiir allei > 0).

Nach den Lemmata 2.38 und 2,39 gibt es@i L, mit ® C ©, das erfillbar und negationstreu ist und
Beispiele enthalt. Wéhle so et

Nach dem Satz von Henkin wir@l von seiner reduzierten Terminterpretatignls], [3e]) erfillt. Es gilt
aber|[Ag]| < |T5,|. Weil o abzahlbar ist, ist;, abzahlbar. Also ist[.Ae], [3e]) ein abzahlbares Modell
von © und damit vond. O

Der Satz von Léwenheim und Skolem fir beliebige Formelmengen

Beispiel6.13 Seir := {¢, | r € R}, wobeic, fur aller € R ein Konstantensymbol ist, und
O :={-c, =cs |1, s €ER,r# s}

Dann ist® erfullbar, hat aber kein abz&hlbares Modell.

Satz 6.14(Absteigender Satz von Lowenheim und Skole®¢i® C L, eine unendliche erfill-
bare Formelmenge. Dann besitztein Modell, dessen Machtigkeit hbchstens so grol3 ist wie die
Machtigkeit vond.

(Einen Beweis findet man in [Ebbinghaus et al., 1996].)
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Der aufsteigende Satz von Léwenheim und Skolem und der Satz von L Owenheim,
Skolem und Tarski

Satz 6.15(Aufsteigender Satz von Lowenheim und Skolei@gi® C L, eine erflllbare For-
melmenge, die ein unendliches Modell besitzt. Dann gibt gsoer Menges ein Modell vond,
dessen Machtigkeit mindestens so grof3 ist wie die MachtigériB.

Satz 6.16(Satz von Lowenheim, Skolem und Tarskjei® C L, eine erfullbare Formelmenge,
die ein unendliches Modell besitzt. Seeine unendliche Menge, deren Machtigkeit mindestens
so grol} ist wie die Machtigkeit vab. Dann besitztb ein Modell, dessen Machtigkeit gleich der
Machtigkeit vonB ist.

Der aufsteigende Satz von Léwenheim und Skolem folgt sofort ausSmvon Lowenheim, Skolem
und Tarski.

Beweis(des Satzes von Lowenheim, Skolem und Tarski)
Seiengy, fur b € B, Konstantensymbole, die paarweise verschieden und nieheirthalten sind. Sei

' :=dU{cy #cp|a,be Bmita # b}
Behauptung:Jede endliche Teilmenge vd ist erfiillbar.

Beweis: Sei &, C @' endlich. SeiBy = {b € B | ¢, kommtin®, vor}. Dann istBy endlich, etwa
By = {b1,...,b,}. Sei A ein unendliches Modell vo®, und seieru;,...,a, € A paarweise
verschieden und € A beliebig. Seid’ dieo U {¢;, | b € B}-Expansion von4 mit ¢;, := a; fur
1 <i<nunde, =afiralleb e B\ By. Dann giltA’ = ®.

Nach dem Kompaktheitssatz ist damit adeterfillbar. Alle Modelle von®’ sind mindestens so méachtig
wie B. AuRerdem istb’ hochstens so machtig wig. Nach dem absteigenden Satz von Léwenheim und
Skolem besitzt dami®’ auch ein Modell, das héchstens und damit genauso machtigige O

Elementare Aquivalenz

Definition 6.17. 1. Zwei o-Strukturen.A und B sind elementar aquivalenfwir schreiben:
A = B), wenn fur alle Satze € S, qilt:

A=y <= BEo.
2. DieTheorieeinero-StrukturA ist die Satzmenge
Th(A) :={p € S, | A ¢}.

Lemma 6.18. Fir alle o-StrukturenA, B gilt:
A=B < BETh(A).

Korollar 6.19. Fir jede o-Struktur A ist die Klasse aller zu4 elementar aquivalenten-
Strukturen axiomatisierbar.
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Elementare Aquivalenz und Isomorphie

Lemma 6.20. Seiens endlich undA eine endlicher-Struktur. Dann gibt es einen Satz, der
A bis auf Isomorphie beschreibt, das heifl3t, fur allStrukturens gilt:

BlEos <— B=A

Satz 6.21.SeiA einecs-Struktur.

1. Fur alle o-Strukturens gilt:
B=A = B=A

2. WennA endlich ist, so gilt fur aller-Strukturen’:

B=A < B>~ A

3. Wenn4 unendlich ist, so gibt es eire StrukturB mit B = A, aberB 2 A.

Beweis(von Lemma 6.20)
Sei A endlicheo-Struktur mitA = {a1, ..., a,}, wobeia; # a; fir1 <i < j < n. Setze

VAT, .. Ty) = /\ T = X

1<i<j<n
n
Ay \/ Y=
=1
VAN /\ ( /\ Rzi ...z, A /\ —\Rxllxln)
Reo 1<it i <n 1<it1,0mnyip<n
k-stellig (@iy yeees ai, )ERA (@i yeees ai, )¢RA

VAN /\ /\ fmil...xini:vj

feo  1<ii,..ig,j<n
k-stellig fA(a;, ,...,a:, )=a;

AN e
ceo 1<j<n
cA:aj

Dann gilt fur alle Struktures8 und alle{by, ..., by}:

BEalbi,... by <= B={b1,...,b,}und
die Abbildungb; — a; ist ein Isomorphismus voB8 nach A.

Setze
oA = 3x1...3xn Ya(z1, ..., 2n).
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Beweis(von Satz 6.21) 1. Folgt sofort aus dem Isomorphielemma.
2. Fir endlicher folgt die Behauptung aus Lemma 6.20:
B=A = BEp4s = B=A
Weiterhin gilt| A| = | B| (fur beliebiges), denn
A=B = Ajy=Bly = Ajy=Bly = |4 =|B|.

Die zweite Implikation folgt hier wieder aus Lemma 6.20.

Nehmen wir als nachstes anjst abzahlbar unendlich. Sei etwa

o = {s0,51,82,...}.

Fir: > 0 seien

oi:={s0,...,Si},
A; = A,
B; := B|,,
Pi = PA;-

Dann gilt B; = A;, und weilo; endlich ist, folgtA; = B;. Sei
I;:={f: A— B f Isomorphismus vo4; nachB;}.
Dann giltI; # () fur allei > 0 und
2L 22 --.

Weil A und damitB endlich sind, ist aucli; endlich.

Folglich gibt es einy, so dasd; = I, fur alle j > iy. Dann ist jedey € I;, ein Isomorphismus
von A nachB.

Es bleibt der Fall Uberabzahlbarer Symbolmengelveil A und B endlich sind, gibt es nur ab-
zahlbar viele endlichstellige Relationen und Funktionendbiw. B. Also gibt es ein abz&hlbares
oo C o, so dass fir alle Symbole C o \ o ein Symbols, € o existiert mits* = s§' und
SB = SOB.

Wir wahlen so einyy. Weil oy abzéhlbar undd|,, = B|s,, 9ilt A|,, = B|,,. Nach der Definition
von oy ist aber jeder Isomorphismus votj,, nachB|,, auch ein Isomorphismus vo# nachB.

3. Aunendlich= Th(.A) hat ein unendliches Model=- Th(.A) hat ein Modell der Mé&chtigkeit
> 214l > | A| nach dem aufsteigenden Satz von Léwenheim und Skolem. O
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Nichtstandardmodelle der Arithmetik

Zur Erinnerung
on = {<, 4, %, 0,1}, wobei< ein zweistelliges Relationssymbet, x zweistellige Funktions-
symbole und), 1 Konstantensymbole sind.

DasStandardmodell der Arithmetikt die oa,-Struktur
N:: (I\I7 §N7+N’ XN,ON, ]_/\/)7

wobei <, +V und xV die natirliche Ordnung, Addition bzw. Multiplikation ad¥ sind und
oV =0,1V :=1.

Definition 6.22. Ein Nichtstandardmodell der Arithmetikt eine zuN elementar aquivalente,
aber nicht isomorphex,-Struktur.

Der Satz von Skolem

Satz 6.23.Es gibt ein abz&hlbares Nichtstandardmodell der Arithmetik

Beweis
Fur allen € N definieren wir einen Term € 1, : Sei

0:=0

und farn > 0
n+1l:=n+1.

Sei
¢ :=Th(M)U{-z=n|n >0}

Dann ist jede endliche Teilmenge vdnerfillbar, und zwar durch eine InterpretatiQW, 3) fur eine
geeigneten Belegung : {x} — N. Nach dem Kompaktheitssatz ist damit aueterfillbar. Nach dem
Satz von Léwenheim und Skolem besizein abzahlbares Modell.

Sei (A, 3) ein abzahlbares Modell vob. Dann gilt A = Th(N), alsoA = N.

Angenommend = N,

Seif : N = A. Dann gilt f(t") = tA fiir alle Grundterme € GT,,,, also insbesonderg(n) =

f(nN) = nAfirallen e N.

Seia := f(z). Dann gilta # nA fir alle n € N und damita ¢ bild(f). Also ist f nicht surjektiv.
Widerspruch. O

Bemerkung
Die Termen verwenden wir nicht nur in diesem Beweis, sondern auch spéater immeenvied
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Beschreibung eines Nichtstandardmodells der Arithmetik

SeiA = Th(N) mit A 2 N.

Dann ist<# eine lineare Ordnung, denn die Ordnungsaxiome sind TeilNo(\). Weil A die beiden
folgenden Séatze aush(N) erfillt, hat jedes Element aud einen unmittelbaren Nachfolger, und alle
Elemente aulRér* haben einen unmittelbaren Vorganger:

V$3y($ <yAVz(z<zVy< z)),

Vm(mig\/ﬂy(y<x/\Vz(z§y\/m§z))).

Wie Ublich verwenden wir hiet < y als Abkirzung fire < y A —x = y.
AuBerdem erfulltd die folgenden Satze ad$h(N):

Ve 0 <,

Ve(0=2zV1<ux),
Vx(0=zVvV1=2aV2<x),
Vx(0=zVvVli=aVv2=zxV3<uz),

Die Ordnung vonA besteht damit aus einer Kopie v@N, <), in der die Terme: angeordnet sind, gefolgt
von Kopien vorZ (vgl. Abb.[8).

OA l:A 2=A 3A

Abbildung 8. Ein Nichtstandardmodelll der Arithmetik

AuBerdem erflillt4 folgende Satze der Arithmetik fur alte, n € N:

m+n=m+n und mxn=m-n.

Daraus folgt, dasa/ isomorph zum Anfangsstiick voA mit Elementen{n? | n € N} ist.

6.2 Ehrenfeucht-Fraissé Spiele
Vereinfachende Annahme

Vereinbarung
In diesem Paragraphen bezeichnetmer eine endliche relationale Symbolmenge (d:the-
steht aus endlich vielen Relationssymbolen).
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Erinnerung: Quantorenrang
Die Funktiongr : L, — N ist rekursiv wie folgt definiert:

e Fir atomarep istqr(y) := 0.

o ISty = ), soistqr(y) = qr().

o ISty =1y V 1hy 0derp = 1y A by, SO istqr(y) := max{qr(¢), qr(y2)}.
e ISty =3z ¢ oderp = Vz 1, soistqr(y) := qr(¢) + 1.

Wir bezeichnen dip) als denQuantorenrangs/on .
Eineo-Formely mit gr(¢) = 0 nennen wirguantorenfrei

Varianten der elementaren Aquivalenz
Definition 6.24. SeienA, B o-Strukturen undi := (ay, ..., a;) € A%, b:= (by,...,b) € B".

1. (A,a) und (B,b) sind elementar aquivalenfwir schreiben:4,a = B,b), wenn fiir alle
Formelny(zy, ..., z;) € L, qilt:

A):go[al,...,ak] <:>B):g0[b1,,bk] (*)

2. Sein € N. Dann sind(A, @) und (B, b) n-aquivalent(wir schreiben:A, @ =, B, b), wenn
(%) fur alle Formelnp(xy, ..., zx) € L, mitqr(p) < n gilt.

Bemerkung 6.25. In der Definition lassen wit: = 0 zu. In diesem Fall sindg und b jeweils
das leere Tupd]). Allerdings schreiben wir tiblicherweisé =(,,) B anstattA, () =, B, () und
bezeichnen entsprecherdund B anstatt(.A, ()) und (5, ()) als elementar bzw:-&quivalent.

Partielle Abbildungen
SeienA, B Mengen. Eingartielle Abbildungvon A nachB ist eine Abbildung mit def(p) C A
und bildp) C B.

Notation. SeienA, B Mengen undi := (ay, ...,a;) € A*, b:= (by,..., b;) € B~

e Fir eine partielle Abbildung von A nachB schreiben winp(a) = b, um auszudriicken,
dassay, ..., a; € def(p) undp(a;) = b; fur 1 <i < k.

Sinday, ..., a; € def(p), so bezeichnen wir mji(a) das eindeutige Tupélmit p(a) = b.

e @ — b bezeichnet die partielle Abbildungmit def(p) = {a,, ..., a;} undp(a) = b.
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Abbildung 9.

Partielle Isomorphismen

Definition 6.26. SeienA und B o-Strukturen. Einpartieller Isomorphismuson A nachB ist
eine injektive partielle Abbildung von A nachB, so dass fur allé € N, alle k-stelligenR € o

und allea € def(p)” gilt:
@€ R < p(a) € R®.

Beispiel
Fir die beiden Graphen in Abbildung 9 ist die Abbildung

(a? C’ e? f) — ('r? u? w7 Z)
ein partieller Isomorphismus. Die Abbildung
(a,€) — (t,z)

ist keiner.

Quantorenfreie Aquivalenz

Lemma 6.27. SeienA, B o-Strukturen undi € A*, b € B*. Dann gilt:

A, a=,B,b < Es gibt einen partiellen Isomorphis-
musp von. A nachB mit p(a) = b.

Beweis ,=—" Gelte A,a =, B,b.
Danngiltfurl <i,j < k:

(s =n[a2] = ok s 3]
:>(ai:aj <= bi:bj).
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Also ist die Abbildungz — b wohldefiniert und injektiv.

Weiterhin gilt fur aller-stelligenR € o und1 < iq,...,4i < k:
<.A|:Rl'“.%'lr [%,,;&] — B):R.%'lezr [%,,ZL})
11 ir 11 ir
— ((ail,. . .,air) € RA <~ (bil,...,bir) S RB).

Also ist@ — b ein partieller Isomorphismus, der offensichtligtauf b abbildet.

,<=" Seip einen partieller Isomorphismuysvon A nachB mit p(a) = b. Wir zeigen per Induktion
Uber den Aufbau, dass fur alle quantorenfreigm;, ..., x;) € Ly:

AE glay,...,ar] <= BE ¢[bi,..., bkl
Fur atomarep gilt dies, weilp ein partieller Isomorphismus mit= p(a) ist, und der Induktions-
schritt ist trivial, etwa flrp = —p:
AkEpla,...,a) <= AFEYla,. .., a
< BEYb,. .., b (Induktionsannahme)
<~ BEp[b,..., b

Hin- und Her-Systeme

Definition 6.28. SeienA und B o-Strukturen. EirHin- und Her-Systertkurz: HH-Systerjivon
A nachB ist eine Folge(/;);cy von Mengen von partiellen Isomorphismen vdnnachB, so
dass fur alle > 1 gilt:

e (Hin) Fur allep € I, unda € A existiert eing € I;_; mit p C g unda € def(q).
e (Her)Fur allep € I; undb € B existiert eing € I;_1 mit p C q undb € bild(q).
Der Rangeines HH-System§/; )< ist die Zahl

w falls I; # () fur allei € N,
I IZ i =
9((Ji)ier) {min{z’ | I; =0} —1 sonst

Beispiel

Ein Hin- und Her-System vom Rang 2 fur die Graphen in Abbildung 10:
IL,:=10 firn > 2
_[2 = {@}

L ={a—~v,b—wc—z,d—y,d— z}

Iy .= {aa — Vv, ab — vw, ac — vx,ac — vy, ad — vz,
bb — ww, bc — wzx, bd — wy, bd — wz, ba — wv,
cc— xx,cd — 1Y, ca— xz,ca — Tv,ch— Tw,
dd — yy,da — yz,db — yv,db — yw,dc — yz,
dd — zz,da — zv,db— zw,db+— zx,dc — zy}
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Abbildung 10.

Endliche Isomorphie
Definition 6.29. SeienA, B o-Strukturen undi € A*, b € B*.

1. Sein € N. Dann sind(A, @) und (B, b) n-isomorph(wir schreiben:A, @ =, B, b), wenn
es ein HH-Systen/;);cn von A nachB3 gibt, so dass fur alle< n einp € I, mitp(a) = b
existiert

2. (A, @) und (B, b) sindendlich isomorpHwir schreiben:A,a =, 3, b), wenn es ein HH-
System(1;);en von A nachB gibt, so dass fur alle € N einp € I; mit p(a) = b existiert.

Notation. Wir schreiben(l;) : A,a =, B,b bzw. (I;) : A,a =, B,b, um anzudeuten, dass
(I;)ien €in HH-System vond nach? ist, das die Bedingungen von (1) bzw. (2) der Definition
erfallt.

Endliche Isomorphie von Strukturen

Bemerkung 6.30.In der Definition der endlichen Isomorphie lassen wir den Fat 0 zu und
unterschlagen wieder das leere Tu@eh der Notation.

Beobachtung 6.31.Seien4 und B o-Strukturen.
1. Firallen € N gilt:
A=, B < es gibt ein Hin- und Her-System

(In)nen VONn.A nachB vom Ranga.

A, B < es gibt ein Hin- und Her-System
(In,)nen VONn.A nachBB vom Rangu.
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Beispiel

SeienC,, C5 die beiden Graphen aus Abbildung 10.

Dann giltC4 =9 Cs, denn im letzten Beispiel haben wir ein HH-System whnnachC; vom Rang 2
angegeben.

Es qgiltC4 %3 Cs. Dennangenommer(/;);>o ist ein HH-System von Rang) Seipg € I5. Wahlep; € I»
mit p; 2 po unda € def(py) undps € I; mit p; O p; undc € def(py). OBdA geltepsy(a) = v. Dann
gilt p2(c) € {x,y}. OBdA gelteps(c) = x. Dann laft sictpy nicht zu einem partiellen Isomorphismus
ps € Ip mit p3 O py undz € bild(ps) erweitern Widerspruch

Weiterhin gilt etwaC,, a =1 Cs, v undCy, a 25 Cs, v.

Endliche Isomorphie vs  n-lsomorphie

Lemma 6.32. Seienk € N, A, B o-Strukturen undi € A*, b € B*. Dann gilt:

Aa=, Bb < firalleneN: A.a=, B,b.

Beweis »=" Trivial.

,<" Flrn e Nsei(I") : A,a =, B,b. Setze

L=\ ]Iy furallei e N,
n>1

[l

Dann(l;) : A,a =2, B,b. O

Verkettung von Tupeln
Notation. Seienk > 0, A eine Menge und := (ay, ..., a;) € A*.
e Fur alleb € A bezeichnetib das Tupelay, ..., ax,b).

e Furalle/ > 0undb := (by,...,b) € A* bezeichnetib das Tupelas, ..., ax, bi,. .., b).

Ehrenfeucht-Fraissé Spiele -
Seienn, k € N, A, B o-Strukturen undi, € A* b, € B,

Das SpielEF,, (A, @, B, by) )
n-Zug Ehrenfeucht-Fraissé Spiel g, a,) und (B, by)

e Das Spiel wird von zwei Spielern | und Il gespielt.

e Positionensind Paarda, b) € A’ x Bf, wobeik < ¢ < k + n. Die Anfangsposition ist
(@o, bo)-
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e In jederRundedes Spiels wird die aktuelle Positi¢a, b) wie folgt in eine neue Position
(ad’, bb'") Gberfuhrt: Spieler | wahlt entwedef € A oderd’ € B, und dann wahlt Spieler Il
b € Bbzw.d' € A.

e Nachn Runden ist eine Partie zu Ende. Spieler Il hat die Pagti@onnenwenn in der
Endposition

((al, Ce ,ak+n), (bl, Ce 7bk+n))

die Abbildung(ay, ..., axis) — (b1, ..., bki,) €in partieller Isomorphismus vaA nach
B ist; sonst hat Spieler | gewonnen.

Gewinnstrategien

Eine Strategiefur einen der Spieler in einem Ehrenfeucht-Fraissé Sgiglime Abbildung, die
ihm fUr jede angefangene Partie den nachsten Zug vorgibe &@winnstrategidgst eine Strate-
gie, mit der er fur alle moglichen Antworten des anderen IBmegewinnt.

Spielcharakterisierung der  n-lsomorphie

Satz 6.33.Seienk, n € N, A, B o-Strukturen undi, € A*, by, € B*. Dann gilt:

A, G =, B,by < Spieler Il hat eine Gewinnstrategie fur
das SpieEF, (A, ay, B, b).

Beweis ,=—" Sei(l;): A ,ag =, B, bo.

Spieler Il spLeIt so, dass fir alle Positiongn, b;), die in Rundei errgicht werden, eip; € I,,_;
mit p;(@;) = b; existiert. Das ist moglich, weil einy € I,, mit p(agp) = by existiert und weil I;);en
die Hin- und Her-Eigenschaft besitzt.

Das ist eine Gewinnstrategie, wej| ein partieller Isomorphismus mit, (@,,) = b,, fur die End-

positionen(a,, b,,) ist.

.<=" Sei S eine Gewinnstrategie fiir Spieler Il im Spiel FA, do, B, by). Eine Position(a, b)
heil3tS-erreichbar, wenn es eine Partie des Spiels gibt, in der Spieler Il gethgfiielt und in der
die Position(a, b) vorkommit.

Fir0 < ¢ < n setzen wir:
I:=={a—blae A" " be B*¥" (a,b) S-erreichba}.
Furi > n setzen wirl; := 0.

Behauptung:(I;);ey ist ein HH-System.

Beweis: Weil fur allea +— b € U;>1 i die Position(a, b) aus einer Partie des Spiels kommt,

in der Spieler Il gem&R seiner Strateglespielt und damit gewinnt, ist — b ein partieller
Isomorphismus.
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Hin: Seia — b € I fir eini > 0 und seia € A. Seib € B die Antwort von Spieler Il auf
die Wahl vona durch Spieler | in Positiofia, b). Dann istaa — bb € I;_.

Her: Analog.

AuRerdem giltag — by € I,,. Das zeigt(I;) : A, ay =, B, b. O

Der Satz von Fraissé

Satz 6.34.Seienk, n € N, A, B o-Strukturen undi € A*, b € B*. Dann gilt:

Aa=,Bb < Aa=, B,b.

Korollar 6.35. Seienk € N, A, B o-Strukturen undi € A*, b ¢ B*. Dann gilt:

Aa=Bb < Aa=,B,b.

Bemerkung

Man erinnere sich an unsere Vereinbarung, dagemer eine endliche Symbolmenge bezeichnet. Tat-
sachlich gilt die Hinrichtung des Satzes von Fraissé fur unendliche Symbgémenicht, wie das fol-
gende Beispiel zeigt. Die Ruckrichtung (bewiesen in Lemhmal6.36) gilt alleschigh fiir unendliche
Symbolmengen.

Beispiel
Seio := {P; | i € N}, wobeiP; 1-stelliges Relationssymbol fur alles N. Wir definiereno-Strukturen
A, B durch:

A:={ap | M C N endlich},
PA = {ay |ie M} firi € N,
B := {by; | M C N},
PE = {by | i€ M} firi € N.
Dann gilt A = B, aberA %, B.

Behauptung 1:Fur alle endlichery C o undn € N gilt
-An’o'o gn Bn|a'0-

Beweis: Seienoy C o endlich undAy := A|,,, By := Bl,,. Ferner seiSy := {i | P; € op}. Man
beachte: Eine partielle Abbildungvon A nachB ist genau dann ein partieller Isomorphismus von
Ag nachBy, wenn fur alleay, € def(p) gilt: p(aps) = by fur ein M mit M/ NSy = M N Sy.
Fur allei € N setzen wir

I; := {p | p endlicher partieller Isomorphismus voty nachB}.
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Dann gilt(I;) : Ao = By. Offensichtlich gilth € I; fur alle, alsol; # (. Um die Her-Eigenschaft
zu beweisen, seiep € I; undby, € B, OBdA mit by, ¢ bild(p). Wéahle ein endliched/’” C N
S0, dassy;s ¢ def(p) unday; NSy = bar N Sy. Das ist immer moglich, weil es unendliche viele
endliche Teilmenged/’ C N mit ay; NSy = by NSy gibt. Die Hin-Eigenschaft wird ahnlich

bewiesen.

Aus Behauptung 1 und dem Satz von Fraissé fdigt B, weil jede Formelp € L, enthalten ist in’,,
fur ein endlichesy C o.

Behauptung 2: A %, B.

Beweis: Es gibt keinen partiellen Isomorphismpson A nachB mit by € bild(p).

O
Beweis(von Korollar 6.35)
Aa=B,b < firallencN: Aa=,B,b
< furalleneN: A, a<, B,b (Satz 6.34)
— Aa>,Bb (Lemma 6.32)
O
n-lsomorphie impliziert n-Aquivalenz
Lemma 6.36. Seienk, n € N, A, B o-Strukturen und; € A*, b € B*. Dann gilt:
Aa=,Bb = Aa=,B,b.
Beweis
Induktion tbern.
n =0: Lemma6.27.
n—n+1: Sei(l;): A,a 2,1 B,b. Zeige fur allep(z1, ..., zx) € L, mitgr(p) < n + 1
AE¢la <= Bl (*)

Wir beweisen) per Induktion Gber den Aufbau van

© atomar: Lemma 6.27.
o=, p =11 Aha, p = 11 V 1by: Wie Ublich.
©(T) = IyyY(T,y):
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=" Gelte A |= p[a]. Seia’ € A, so dassd = [a, a']. Seip € I,,,1 mit p(a) = b.
(Hin) = ex.q € I, mitq D pundd’ € def(q).
Waéhle so einy und setzé’ := ¢(b). Dann gilt

(Iz) : A,&a' =, B,Eb/.
Weil gr(z) < n gilt dann nach Induktionsannahme (fur die Induktion UheB |= 1[b, b]
und damitB = ¢[b].
»<=" Analog mit (Her).

o(T) = Vyu(Z,y): Analog wie im3-Fall fur ¢ = Jy—). O

Definierbarkeit der n-Isomorphie

Lemma 6.37. Seiem, k € N, A eineo-Struktur unda := (ay, ..., a;) € AF.
Dann gibt es eine Formeél) (v, ..., v) € L, mitqr(¢7 ;) = n, so dass fur aller-Strukturen

Bundalleb := (b, ..., b) € B gilt:
Bl 0iab, ... b <= Aa=, B,b.

AuBerdem ist fiir allé, n € N die Menge} , := {67, ; | A o-Struktura € A*} endlich.

Beweis
Sei A eineo-Struktur.
Wir definierend”;  induktiv ibern fur alle k € Nunda € A

n=0: Seia = (a1,...,a;) € A*. Setze

094’6 = /\ o(v1,. .., Ug).
So(vlvnzvk)ELo'
atomar oder negiert atomar
mit Al=plat,...,ak]
Weil o endlich ist, ist diese Konjunktion endlich und dar@ﬂ{a wohldefiniert.
AuBerdem gibt es nur endlich viele verschiedene Forréi¢in

n —n+ 1. Seia = (a1,...,a;) € A*. Setze
1
HZC% = Vg1 \/ 04 aa(V15 -+ Vkt1)
a€A
VAN /\ 3Uk+192lﬁa(’01, PN ,’Uk+1).
a€A

Weil in der Konjunktion und Disjunktion nach Induktionsannahme jeweils ndfieh viele verschie-
dene Formeln stehen (selbst wedArunendlich ist), ist diese Formel wohldefiniert.
AuRerdem gibt es nur endlich viele verschiedene Formigl.
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Behauptung 1:Fiir allen, k € N unda € A* gilt ar(0% z) = n.
Beweis: Induktion Gbem.

Behauptung 2:Fir allen, k € Nunda € A" gilt A |= 67 ;[al.
Beweis: Induktion tbem.
Im Folgenden seB eineos-Struktur.
Behauptung 3:Fur allek,n € Nunda € A*,b € BF gilt:
B |= 0% 4[] = @~ bist partieller Isomorphismus vad nachB.
Beweis: Induktion tberm:

n = 0: Folgt aus Lemma 6.27.

n—n+1 B0 = BE VYo Vaea 0% 500 vkr1)-
Seienb € Bunda € A, so dass3 = 92‘@[5, b]. Nach Induktionsannahme igt: — bb ein
partieller Isomorphismus. Damit ist augh— b ein partieller Isomorphismus.

Fir: > 0 sei ~ ~ o
L:={a—0b|3k>0:aec A" be B* BE0,,]}.

Behauptung 4:(1;);>¢ ist ein HH-System.

Beweis: Nach Behauptung 3 isf; eine Menge von partiellen Isomorphismen vdnnach 3, fur alle
i>0. ~
Seinum > 1lunda — b € I;.

Hin: Seia € A.
B 0ialt] — B Juentiyly (v, uee) [
— ex.be B: B0, 1,[bb]

Wahle so eirb. Dann giltaa — bb € I;_;.
Her: Seib € B.

BE O] = BE\/ 053,00
a€A
— ex.acA: BE6.,[b0)
Wahle so eirmu. Dann giltaa — bb € I;_;.
Jetzt kénnen wir die Aquivalenz

Bl 0%, ... by <= Aa=,B,b.

beweisen:
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=" Gelte B |= 0", ;[b]. Dannista — b € I,,. Also (I;) : A,a =, B,b.
,<=" Gelte A,a =, B,b. Nach Lemma 6.36 gilt damit auch
Aa=,B,b (%)

Nach Behauptung 1 ist (ﬁj}tﬁ) = n, und nach Behauptung 2 git |= 67 ;[a]. Also gilt wegen

(*) auch also aucl = 07} ;[b]. O

Beweis(des Satzes von Fraissé)

”:
Aa=,Bb = B 0] (weil gr(6% ;) = nund A |= 0% ;[a))
— Aax,B,b (Lemma 6.37)
,<—" Lemma 6.36. O

Folgerungen aus dem Definierbarkeitslemma

Korollar 6.38. Seiem, k € N, A eines-Struktur unda := (ay,...,a) € A,
Dann gilt fur alle o-StrukturenB und alleb := (b, ..., by) € B*:

BE b, ... b < Ad=,Bb

Korollar 6.39. Jede erfullbare Formeb(z1, ..., xx) € L, mitqr(y) < nist dquivalent zu einer
Disjunktion von Formeld € ©7 ;..

Korollar 6.40. Seienn, k € N. Bis auf logische Aquivalenz gibt es nur endlich viele Fdrme
o(x1, ..., x,) mitgr(e) < n.

Beweis(von Korollar 6.38)
Folgt direkt aus Lemma 6.37 und dem Satz von Fraissé. O

Beweis(von Korollar 6.39)
Seip(zy,...,zx) € Lo mitqr(yp) < n. Wir setzen

¢'(T) := \V 0%,a(T).
A o-Strukturac AF
mit A=[a]

Behauptung:p = ¢'.

24, Januar 2008 139



Beweis: ,=—" Sei A o-Struktur undz € A*, so dassd |= ¢[a). Dann kommv’} -(z) als Disjunktions-
glied in¢’ vor. Es giltA |= 07 ;[a] und damitA = ¢'[a].
.<=" Sei A o-Struktur unda € A*, so dassd = ¢'[a]. Gelte etwad = 0"y w[a] fur eineo-
Struktur.A’ und ein Tupel’ € (A")* mit A’ = o[a].
Nach Korollar 6.38 folgt aus! = ¢7;, [a]

Aa=, Aa.
Also gilt auchA = ¢lal. O
Beweis(von Korollar 6.40)
Folgt direkt aus Korollar 6.39 und der Endlichkeit véxj , . O

Einfache Anwendungen des Satzes von Fraissé
Satz 6.41.SeienA, B zwei(-Strukturen.
1. Furallen € Ngilt: |[A|,|B| >n = A=, B.
2. SindA und B unendlich, so giltd = B.

Satz 6.42.
Q<) = (R, ).

Beweis(von Satz 6.41)

1. Fur0 < i < nsei

I; .= {6b—>5‘3€§n—i: = (a1,...,ar) € A* b= (by,...,by) € B,
so dassij # aj undb; # by fir 1 < j < k < (}.

Furi > nseil; := (. Dann gilt([;) : A =, B, und die Behauptung folgt aus dem Satz von Fraissé.
2. Furalle; € N sei
L={a—b|3HeN: a=(ay,...,a) e A5 b= (by,...,by) € B,
so dass; # ai undb; # by fir1 < j < k < ¢},
Dann gilt(Z;) : A =, B, und die Behauptung folgt aus dem Satz von Fraissé.

Beweis(von Satz 6.42)
Fir alle; € N sei

I = {EHE‘eX.ﬁEN:EZ(al,...,ag)GQE,B:(bl,...,bg)ERZ,
sodassy < a <...<agundb; < by <...<b}.

Dann gilt(Z;) : A =, B, und die Behauptung folgt aus dem Satz von Fraissé.
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Nichtaxiomatisierbarkeitssatze mit HH-Systemen

Lemma 6.43.SeiK eine Klasse voa-Strukturen, und seied,,, firn € N, undB o-Strukturen,
so dass:

o A, € Kfurallen e NundB ¢ K.

e Fur allen > 0 qilt A, =, B (bzw. Spieler Il hat eine Gewinnstrategie fur das Spiel
EF.(A,, B)).

Dann ist X nicht axiomatisierbar.

Beweis

Angenommenk’ = Mod, (®).

B¢ K — ex.p € ®,sodasd3 [~ .
Wahle so einp. Sein := qr(p).

n=Z B = A, o (Satz von Fraissé)
= A, E P
= A, ¢ K.

Widerspruch. O

Endliche Ordnungen

Satz 6.44.Die Klasse der endlichen linearen Ordnungen ist nicht axitsrerbar.

Der Satz folgt leicht aus Lemma 6.7. Um die neue Methode zu illustrierenngeipeinen Beweis mit

HHj.ystemen.
0o 1 2 (2" —1) 2n
B e ° . . . . . d
mo M™Mq Mo M3y --- e M3 N2 N1 Ny

Abbildung 11.

Beweis(von Satz 6.44)

Sei K die Klasse aller endlichen linearen Ordnungen (d.K.}-Strukturen4, in denen<# eine lineare
Ordnung aufA ist).

Fur allen > 1 sei.A,, die lineare Ordnung mit

o A, :=1{0,...,2"},

o <An={(i,j)|0<i<j< 2}

24, Januar 2008 141



Dann giltA,, € K furallen € N.
Ferner seB3 die lineare Ordnung mit

e B:= {mi,ni | 1€ N},
o <Pi={(mi,ny) | 4,5 € NYU{(mi,my) | i < j}U{(nj,ni) | i< j}
(siehe Abbildung 11).
Fur Elementer, o’ € A,, setzen witd"" (a,a’) := |a — a'|. Fir Elementé, ¥’ € B setzen wir
B (b,1) 00 fallsb = m;, b = n; oderb = n;, b/ =m; furi,j € N,
0\ li— 4| fallsb=m;,b =m; oderb = n;, b =mn;furi,;j € N.
Fir alle: < n sei
Ii:={a—b ‘ ex./ <n—i:a=(ag,ai,...,apam1) € A2 b= (by,...,bpy1) € B2,
ag = 0,ap11 = 2", ag <An gy <AL <An Gps1
bo = mo, bes1 = no, by <P by <B ... <P by
firo<i</? gllt dA" (ai,aiﬂ) = dB(bZ‘, bz’+1)
oderd* (CLi, ai+1) > 2! unddB(bi, bi+1) > Qi}.

Flri > nseil; := 0.

Behauptung:(;) : A, =, B.

Beweis: Offensichtlich sind diel; Mengen von partiellen Isomorphismen. Ru n gilt (0,2") —
(mo,no) € I; und damitl; # (). Wir miissen die Hin- und Her-Eigenschaft beweisen.

Hin: Seieni > 1,a@+ b€ I; mita = (ag,...,ap1), b= (by,...,be; 1), unda € A,,. OBdA gelte
a ¢ {ag,...,api1}. Sei0 < j < ¢, sodass; <A a <An a;q.

1. Fall: d*n(aj,a) < 201,
Wahleb € B mitb; <B b <B by mitdB(bj,b) = d(a;,a). Fallsd* (a;,a;11) < 2°
gllt dB(bj,bj+1) = dA"(aj,ajH) und damit auchiB(b, bj+1) = g4 (a,aj+1). Falls
d‘A" (aj, aj+1) > 2i gl|t dB(bj, bj-i-l) > 2i und damdeA" (a, aj+1) > Qi_l unddB(b, bj+1) >
2¢~1. Also ist

(a(), N 2 ¥ S P ,ag+1) — (bg, - ,bj,b, bj+1, .. .,bg+1) el;1.

2. Fall: d4» (a,ajﬂ) < 20=1),
Analog.

3. Fall: d*(aj,a) > 201 undd4» (a, a4 1) > 201,
Dann giltd4~ (a;, a;+1) > 2¢ und damitd®(b;, b;1) > 2. Wahleb € B mitb; <5 b <8
bj+1 undd®(b;, b) = 2¢~1. Dann ist

(CL(), RN P 2N R R ,(Lg+1) = (b()v s 7bj7b7 ijrla . wbé-i-l) €l

Her: Analog. O
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Axiomatisierbarkeit im Endlichen

Definition 6.45. Sei K eine Klasse endlicher-Strukturen. Dann isf im Endlichen axiomati-
sierbar, wenn es eine SatzmengeC S, gibt, so dass fur alle endlichenStrukturenA gilt:

AcK «— AE0D. (*)

K istim Endlichen endlich axiomatisierbgkurz: e-axiomatisierbay, wenn es eine endliche
Satzmeng® gibt, so dass fiir alle endlichenStrukturenA (%) gilt.

Satz 6.46.Jede unter Isomorphie abgeschlossene Klasse endbegrukturen ist im Endlichen
axiomatisierbar.

Beweis
Sei K eine unter Isomorphie abgeschlossene Klasse endlicB¢rukturen.
Fur jede endliche-Struktur.A seip 4 € S, ein Satz, dei bis auf Isomorphie charakterisiert. Ein solcher
Satz existiert nach Lemma 6.20.
Sei
¢ := {-p.4 | Aendliches-Struktur mitA ¢ K'}.

Dann gilt fir alle endlichewr-StrukturenA:
AcK < —pp¢g® <— A 2.
Also K = Mod, (®). O

Nichtaxiomatisierbarkeit im Endlichen

Lemma 6.47. Sei K eine Klasse von endlichenStrukturen. Fir allex € N seienA,, und B,
endliches-Strukturen, so dass

e A, e KundB, ¢ K.
o A, =, B, (bzw. Spieler Il hat eine Gewinnstrategie fur das Spie} €k,, 5.,)).

Dann ist X nicht e-axiomatisierbar.

Beweis
Angenommenk e-axiomatisierbar.
Dann existiert einp € S,, so dass fir alle endlichen StrukturenA gilt:

Ae K <= Al o.
Waébhle so einp. Sein := qr(y). Dann gilt

— B, E vy (weil A, =, By)
= B, € K.

Widerspruch O
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Anwendungen

Satz 6.48.Die Klasse aller endlichen linearen Ordnungen gerader Lasgeicht e-axiomatisierbar.

Satz 6.49.Die Klasse der zusammenhangenden endlichen Graphen isteagtiomatisierbar.

Beweis(von Satz 6.48)
Sei K die Klasse aller endlichen linearen Ordnungen gerader Lange (d.hichenfK }-StrukturenA, in
denen<# eine lineare Ordnung auf ist und firr die| A| gerade ist).
Fir allen > 1 seien
Ap = ({0,...,2" +1},<)
und
B, = ({0,...,2"},<).

Dannist4, € KundB, ¢ K.
Fira,b € AU B seid(a,b) := |a — b|. Fur allei < n sei

L={a—b|ext<n-1:a=(ap,a1,...,as0a041) € AS2 b= (by,...,bes1) € B2,
ag=0,ap11=2"4+1,a0 < a1 <...<ap
bp = 0,bp11 =2",bp < by <...<bp
flir 0 < i < £ gilt d(az, air1) = d(bs, bis1)
oderd(a;, a;+1) > 2" undd(b;, biy1) > 2'}.

Furi > n seil; := 0.

Behauptung:(I;) : A, =, B,.

Beweis: Der Beweis is vollig analog zum Beweis der enstprechendem Behauptungieifvon Satz 6.44.
Der Vollstéandigkeit halber geben wir ihn trotzdem:
Offensichtlich sind diel; Mengen von partiellen Isomorphismen. RiK n gilt (0,2" + 1) —
(0,2™) € I, und damitl; # (. Wir missen die Hin- und Her-Eigenschaft beweisen.

Hin: Seieni > 1,@+ b€ I; mita = (ag,...,ap41), b= (bo,...,be; 1), Unda € A,,. OBdA gelte
a ¢ {ag,...,ap41}.Sei0 < j </, sodass; <a < ajii.

1. Fall: d(aj,a) < 2071,
Wahleb € B mitb; < b < bjyq mit d(b;,b) = d(aj,a). Fallsd(aj,a;+1) < 2° gilt
d(bj, bj+1) = d(aj, aj+1) und damit auchi(b, bj+1) = d(a, aj+1). Fa"Sd(aj, aj+1) > 21
gilt d(b;,bj11) > 2° und damitd(a, a;j41) > 271 undd(b, bj41) > 2071, Also ist

(CL[), R N B P 7af+1) = (bUa s 7bj7b7 bj+1’ e '7b€+1) € Iifl-

2. Fall: d(a,aj+1) < 2i—1),
Analog.
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3. Fall: d(aj,a) > 201 undd(a,a;1) > 201,
Dann giltd(aj,ajH) > 2t und damitd(bj,bj+1) > 2t Wahleb € B mit bj <b< bj+1
undd(b;,b) = 2¢~1. Dann ist ist

(a07 N P N BT R 7a‘ﬁ+1) = (bﬂv st 7bj7b7 bj—i-lv - wb(—i-l) €l

Her: Analog. O

Beweis(von Satz 6.49)
Fur jede endliche lineare Ordnuny= (A, <) definieren wir einen Grapheg(.A) wie folgt:

e Der Trager vorg(A) ist G(A) := A.
e Seid={ay,...,a,} mita; < az <* ... <4 a,. Dann setzen wir

BN = {(a5,ai42), (aiya,a;) | 1 < i <n— 2} U{(an—1,a1), (a1, an_1), (an, a2), (a2, az) }.

Dann istG(.A) genau dann zusammenhéangend, wiefirungerade ist. Betrachte die Formel

x(z,y) ::Elz(—':n:z/\:ngz/\zSy/\—'y:z/\Vz’(z'S:U\/z':z\/ygz'))
VEIZ(—'y:z/\ygz/\z§:U/\—|x:z/\Vz’(z'§y\/z':z\/x§z’))
VIz(rz =2 Az <2 AV (2 <a v =2)) AV Ty <2
\/Elz(—\y:z/\y§Z/\Vz/(z/gy\/zlzz))/\Vz"mgzz”
\/Vz’z/Sx/\EIz(zSy/\—|z:y/\Vz"(z:z"\/ySz”))
\/Vz’z’Sy/\EIz(zSx/\—'z:x/\Vz”(z:z”\/xgz”)).

Dann gilt fur alle linearen Ordnunge#:
X(A) = B9,

Angenommendie Klasse der endlichen zusammenhangenden Graphen ist e-axiotnatisi®ip €
Lygy, so dass fur alle endlichen Graphg@mwilt:

G E ¢ < (G istzusammenhangend

Seiy’ die Formel, die aug entsteht, wenn man alle atomaren Subformeln der Gdstajtdurchy(x, )
ersetzt. Dann gilt fur alle endlichen linearen Ordnungen

AE¢ = GUA) E¢
<= G(A) ist zusammenhangend
<= |A|istungerade

Also ist die Klasse aller endlichen linearen Ordnungen gerader Lamg@matisierbar, was Satz 6.48
widerspricht. O
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6.3 Der Satz von Gaifman

Der Gaifmangraph

Vereinbarung
Auch in diesem Paragraphen bezeichn@nhmer eine endliche relationale Symbolmenge.

Definition 6.50. Der Gaifmangrapleinero-Struktur.A ist der Graphy 4 mit:
e Eckenmengé: 4 := A;
e Kantenmenge

E94 = {(a,b) € A* | a # b und es existiert eilR € o
und ein Tupel(ai,...,a;) € RA,
so dass, b € {ai,...,ar}}

Beobachtung
Fur jeden Grapheg gilt Gg = G.

Abstande

Zur Erinnerung
Die Langeeines Weges in einem Graphen ist die Zahl der Kanten auf degn We

Definition 6.51. Sei.A eineo-Struktur.

1. Seiem, b € A. Der Abstandd“(a, b) vona nachb ist die Lange des kiirzesten Weges von
a nachb in G4, oderco, wenn es keinen Weg vannachb in G 4 gibt.

2. Seiera = (ay, . ..,a;) € A¥undb € A. Der Abstandvona nachb ist

d*(@,b) :== min {d*(a;,b) | 1 < i < k}.

Definierbarkeit der Abstande

Lemma 6.52. 1. Es gibt eine Formet(z,y) € L,, so dass fur aller-Strukturen4 und alle
a,b e Aqilt:
A= kla,b] <= (a,b) € E9.

2. Furaller € N gibt es eine Formel, (z,y) € L,, so dass fir aller-StrukturenA und alle

a,b e Aqilt:
A 6.[a,b] <= d*(a,b) <.
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Notation. e Wir schreibeni(z,y) < r stattd,(z,y) undd(z,y) > r statt—d,(z,y).

e Fur Tupelz = (xy,...,xx) schreiben wir(z,y) < r statt\/f:1 d(x,y) <.

Beweis(von Lemma 6.52) 1. FUR € o bezeichnesy die Stelligkeit vonR. Setze
m(m,y)::—'xiy/\\/ﬂml aUSR R:U1 wsR/\\/x—xl/\\/y—ml
Reo
2. 6,(z,y) ist induktiv definiert durch

do(w,y) =2z =y,
i1 (x,y) i= 0,(2, ) V 32(6,(2, 2) A K(z,9)).

Umgebungen
Definition 6.53. SeienA einec-Struktur,a € A* undr € N,
1. Dier-Umgebungrona in A ist die Menge
NA(@) == {b | d*(a,b) <r}

2. Die r-Umgebungsstruktuvon @ in A ist die o-Struktur A’(a) mit Trager NA(@) und

Relationen
RV'@ .— RAN (NA(@)"

fur alle k-stelligenR € o.

Lokale Formeln

Definition 6.54. Seir € N. Eine Formely(zy,...,z;) € L, ist r-lokal, wenn fur alleo-
StrukturenA und allea = (ay, . .., ax) € A* gilt:

AEolay,. .., a) <= NAY@) = glay, ..., al

Eine Formelp € L, istlokal, wenn es ein € N gibt, so dass r-lokal ist.

Basislokale Satze

Definition 6.55. Seienr,k € N, k > 1. Ein Satzyp € S, ist (r, k)-basisloka) wenn es eine
r-lokale Formek)(z) gibt, so dass

p=3dr;... ( /\ d(z;, ;) >2r/\/\wxl>

1<i<j<k

Ein Satzy € L, istbasisloka] wenn es- k € N gibt, so dass (r, k)-basislokal ist.
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Boolesche Kombinationen

Definition 6.56. Sei® C L,. Die MengeB := BK(®) aller boolesche Kombinationen tber
ist durch folgende Grammatik gegeben:

B:=yp (furp € @)
| =B |(BAB)|(BV B).

Beispiel
Die quantorenfreiea-Formeln sind genau die booleschen Kombinationen der atoraaFemmeln.

Der Satz von Gaifman

Satz 6.57.Jeder Satzp € S, ist Aquivalent zu einer booleschen Kombination von balsaén
o-Satzen.

Relativierung auf Umgebungen

Vereinbarung
OBdA nehmen wir im Folgenden an, dass freie Variablen-frormeln niemals auch in quanti-
fizierter Form vorkommen.

Definition 6.58. Seieny(Z) € L, undr € N. Die Relativierung vorp auf N,.(7) ist die Formel
¢|n, @ (7), die ausp entsteht, indem man:

¢ jede Subformel vorp der GestalBzv ersetzt durch
dz (d(f, 2) <71rA 1/)),
e jede Subformel vorp der Gestalt/zv ersetzt durch
v2((d@,2) <7 — v),

Lemma 6.59. Seien- € Nundp(7) € L,.
1. ¢|n, @) () istr-lokal.
2. Isty r-lokal, so gilty|n, @) (T) = ¢(T).

3. Furalles < rqilt

(¢lv@) Iv@ = (@lv@) Iv.@ = elv.@)-
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Beweis 1. Induktion Giber den Aufbau vap.

2. Seik := |z|. Per Induktion Uber den Aufbau van zeigt man fur alles-StrukturenA und alle
a € AF mit A C NA(a):
A yla] <= Ak ¢y @l

Damit erhalt man fir alle-StrukturenA und allea € A*:
A pla) <= NA@) k= ola]
= NA@) E ¢ln, @l
= AEoln@lal (wegen (1))

3. Ubung.

Disjunkte Vereinigungen
Definition 6.60. Die Vereinigungzweiero-StrukturenA, B ist o-Struktur.4 U B mit
e TragerAU B,

e RelationenkRA“B .= RAU RBfuralle R € o.

Lemma 6.61.SeienAA’, B, B’ o-Strukturen mitA N A’ = ) und BN B’ = (). Dann gilt fir alle
n > 0:
A=,B und A =,8B = Auld =,BURB.

Beweis
Seien(l;) : A=, Bund(I)) : A’ =, B'. Fir alle; € N seiJ; die Menge aller partiellen Isomorphismen
pvon AU A’ nachBU B, so dass eg j’ > i gibt mit

pla€l; und ply €T

Wie leicht zu sehen ist, gilt dani;) : AUA =, BUB'. O

Lemma 6.62. SeienA, B o-Strukturen, so dass fur alle basislokalen S&taglt

Ay < BEeg.

Dann gilt
A=B.
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Beweis

Sein > 0. Wir werden zeigen, dasd =, 5.

Seif : N — N eine Funktion, die gewissen Bedingungen geniigt, die wir im Laufe desiBes\/festlegen
werden. Um die Notation zu vereinfachen, setzten wir fur das leerd Tupe

NA() = NP(() =10
und vereinbaren auRerdem, dass(()) =; NZ(()) fur alle j € N. Wir setzen

I, =10 furi > n,
L:={a—b|[al=b <n—i,NA@) = NEO)} fiir 0 < i < n.

Dann sind dig; Mengen von partiellen Isomorphismen vdmachs3, und fur allei < n gilt () — () € 1.
Wir werden zeigen, dasd;);cn die Hin- und Her-Eigenschaft besitzt.
Fir jedes < n und jedes Tupei € A"~* und setzen wir

i . (pf(@) —
V5(T) = (HNA(E)@(@)‘N7Z~(E)'
Dann istyt 7¢-lokal, und es gilt fur allé € B~
BE4ill] <= Ni(0),b=su N7i(@).a (1)

Um die Hin-Ejgenschaft zu zeigen, seier n, @ — b € I; 1, unda € A. Wir missen eib € B finden,
so dassa — bb € I;.

Fall 1: a € N, (a).
Sei ‘ '
e(@) == Jy(d@,y) <2 T AL, (F,y)).

Die erste Anforderung, die wir an die Funktigrstellen ist

ar(p) < fi+1). 2
Es gilt
Nz (@) = pla).
Weil @ — b € I, folgt
NE(0) E olb].

Wahleb € B, so das$ € N,

i [b,b]. Aus (1) folgt dann

(b) und VB, (b) |= ¥i,[b,b]. Weil ¢, 7i-lokal ist, folgt B =

NE (8b),bb =(;y N (aa), aa.

Alsoaa — bb € I;.

Fall2: a ¢ 271()
Dann gilt Nz4(@) N Nz (a) = 0.
Furézlsel

¢
Slyr-ove) = N\ dlyu) >4-T A N iy;).

1<j<k<t j=1
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Die Formel¢, besagt, dass dig paarweise weit voneinander entfernt sind und dassrihtémgebung
jeweils so aussieht wie die vanin A.
Seif4 maximal, so dass

AE 3y 3ye, oy, uea),

falls dieses Maximum existiert, odép := oo falls A = Jy; ... Fye&e(y1, - .., ye) fur alle ¢ € N.
Entsprechend séiz in Bezug auf die StruktuB definiert. Dann gilt

EA = EB?

denn die Séatz8y; ... 3yeée(y1, - - ., ye,) sind basislokal, undl undB erfillen dieselben basisloka-
len Satze.
Seim 4 maximal, so dass

SRS

NALS@) E - Fym, (/\ d@,y;) <27 ASmA(yl,w,ymA)) [

j=1
Entsprechend seis bezuiglich3, b definiert. Dann gilt
ma, mp < |a| = |E| g’l’L—’L—l,

denn je zwei Elementg, 1/, die beide von einem Abstand< 2 - 7* haben, haben Abstand 4 - 7°.
Die zweite Bedingung, die wir an die Funktigistellen, ist

qr (Elyl...EIym(/\d(:c,y) < 2-7iA§m(y1,...,ym))) < f(i+1) furallem <n—i—1.

j=1
o 3)
Weil N4, (@), @ =41y N5 (), b folgt damit
mapg =mpg.
Offensichtlich gilt noch
ma=mp <€y =1Ip.
Fall 2a: my = 4 4.
Dann gilt fur allea’ € A mit A = % [a']:
dA@,ad) <2 T +4- 7 =6-7 < 7L
Insbesondere gilt alsé’ (@, a) < 6 - 7. Sei
X(@) =Ty (d@,y) <6-T Nd@,y) >2-T AY(y))-
Dann gilt isty 7°*!-lokal, und es gilt
Nt (@) = xla.
Die nachste Bedingung, die wir an die Funktipstellen, ist
ar(x () < f(i+1). (4)

24, Januar 2008 151



Weil @ — b € I; 1, folgt

NEA(0) = x[)-
Seib € B mit
2-7 <dB(b,b) <6-7
und
N (D) = i o).

Weil d®(5,b) < 6- 7' und damitVE (b) C NE., (B), gilt NE(®) b= 615 |
sila).a

b]. Also
NE(0) =256y N (a).

Ferner
NE®) =56y N @)
Weil d®(b,b) > 2- 7% und damitN5 (b) N N (b) = 0, ist A5 (bb) die disjunkte Verinigung von
NE(b) und V5 (b). Entsprechendes gilt fiid, @ unda. Also gilt nach Lemma 6.61
NE(b) 22y N (aa)
und damitaa — bb € I;.

Fall 2b: m4 < £4. 3
Damit gilt auchmp < ¢z, und es gibt eirb € B mit d®(b,b) > 2 - 7 und B = v’ [b]. Jetzt
kénnen wir die wie in Fall 2a argumentieren, @a— bb € I; zu beweisen.

Die Her-Eigenschaft kdnnen wir analog beweisen. Ao : A =, . O

Lemma 6.63. SeiV C S, so dass fur aller-StrukturenA, B gilt: Wenn
AEY <= BEY

fur alle v € ¥, dann
A=B.

Dann ist jeder Sata € S, aquivalent zu einem Satz BK ().

Beweis
Fir jedes-StrukturA sei

‘IJ.A:{1/)|1/}€\117A|:¢}U{_‘¢’1/}€\I]7A|7é¢}

Dann gilt fur alles-Strukturens:
BEUVy < B=A

Sei nuny € L,. Dann gilt fur alleA € Mod(y):
Ve
Nach dem Kompaktheitssatz gibt es damit eine endliche Teilm&fge ¥ 4 mit U9 = . Setze

ba= N\ ¢

0
$ew’,
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Behauptung:Es gibt eine endliche Meng® C Mod(y), so dass

p=\/ va

AeM

Beweis: Man beachte zuné&chst, dass fir alle endlicheic Mod(y) gilt:

=V va—e,

AeM

denn= ¢4 — ¢ fur alle A € Mod(y).
Angenommerfur alle endlichen Mengen! C Mod(yp) gilt

Eo— \/ va

AeM
Dann ist fur alle endlichen MengeW C Mod(y) die Menge
Bys = {9} U{~da | A€ M}
erfillbar. Nach dem Kompaktheitssatz ist damit die Menge
®:={p}U{a | AecMod(p)}
erfullbar. Seid = @. Dann gilt.A € Mod(y) und damitA = —1) 4. Widerpruch
Aus der Behauptung folgt sofort das Lemma. O

Beweis(des Satzes von Gaifman)
Folgt sofort aus Lemma 6.62 und Lemma 6.63. O
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