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1 Wiederholung — Die Logik der 1. Stufe

1.1 Strukturen

Symbolmengen

Definition 1.1. EineSymbolmeng@uchSignaturoderVokabula) ist eine Menger vonRelations;
Funktions-undKonstantensymbolen
Jedes Relationsymbdi € o und jedes Funktionssymbgle o hat eineStelligkeit

stellR) e N\ {0} bzw. stel(f) e N\ {0}.

Notation

e o0 bezeichnet immer eine Symbolmenge.

e Fir Relationssymbole verwenden wir normalerweise Groldiablen wieP, (), R, E, fur
Funktionsymbole Kleinbuchstaben wfeg, h und fir Konstantensymbole Kleinbuchsta-
ben wiec, d.

e Gelegentlich verwenden wir als Relations- und Funktionssymauch Zeichen wig (2-
stelliges Relationssymbol};, x (2-stellige Funktionssymbole) und als Konstantensymbo-
le Zahlen wie0, 1.

¢ Die Stelligkeit eines Relations- oder Funktionsymbols dewtir haufig an, indem wir sie
unter das Symbol schreiben.

Beispiell.2 Die Notation]; deutet an, dasB ein 2-stelliges Relationssymbol ist.

Strukturen
Definition 1.3. Eineo-Struktur.4 besteht aus:
e einer nicht-leeren Mengd, demTragervon A,

e je einerk-stelligen Relatiom?* C A* fur allek € N\ {0} und allek-stelligen Relations-
symboleR € o,

e je einerk-stelligen Funktionf4 : A¥ — A fur alle k € N\ {0} und allek-stelligen
Funktionssymbolg < o,

e je einem Element* € A fir alle Konstantensymbolec o.

Notation. e Strukturen bezeichnen wir mit kalligraphischen GroRbtadhesn, etwad, B, G
und ihre Trager mit den entsprechenden lateinischen GobiShaben, etwal, B, G.

e Wir beschreibery-Strukturen oft in Tupelschreibweise, etwa = (A, (54)sc,) oder,
falls o = {S),...,S,} endlich, A = (A, 57, ..., S4)
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Beispiel: Das Standardmodell der Arithmetik
N ={0,1,2,...} bezeichnet die Menge deattrlichen Zahlen

Definition 1.4. Seiox := {<, +, %, 0,1}, wobei< ein zweistelliges Relationssymbol ist, x
zweistellige Funktionssymbole urid1 Konstantensymbole.
DasStandardmodell der Arithmetikt die oa-Struktur

N o= (N, <V Y <N oV 1Y),
wobei <V, +V und x* die natiirliche Ordnung, Addition bzw. Multiplikation adf sind und
V=0,V =1
Zweistellige Relationen

Definition 1.5. Sei A eine Menge und? C A2 eine 2-stellige Relation auf.

1. Ristreflexiy wenn fur allea € A gilt: aRa.
2. R istsymmetrischwenn fur allea, b € A gilt: aRb — bRa.

3. Ristantisymmetriscfwenn fir allea, b € A qilt:

aRbundbRa = a =D.

4. Ristkonnexwenn fur allea, b € A gilt: a Rb oderbRa.

5. Risttransitiv, wenn fir allea, b, c € A gilt:

aRbundbRec = aRec.

Ordnungen

Definition 1.6. Sei A eine Menge undz C A? eine 2-stellige Relation auf.

1. Rist einePraordnung wennR reflexiv und transitiv ist.
2. Rist einepartielle OrdnungwennR reflexiv, transitiv und antisymmetrisch ist.

3. Rist einelineare OrdnungwennR reflexiv, transitiv, antisymmetrisch und konnex ist.

Definition 1.7. Seioo := {<}, wobei< ein 2-stelliges Relationssymbol ist.
Eine (Pra-, partielle, lineare) Ordnungsstruktist einecoyg-Struktur A = (A, <4), wobei <4
eine (Pra-, partielle, lineare) Ordnung abfst.



Graphen

Definition 1.8. Seiogaph:= { E'}, wobeiE ein 2-stelliges Relationssymbol ist.
Ein gerichteter Graphkurz: Digraph) ist eineograpir Strukturg = (G, E9) mit irreflexivem £9.
Ein Graphist eineogapir Strukturg = (G, E9) mit irreflexivem und symmetrischerf®.

Beispiell.9. Ein Digraph und ein Graph.

Zweistellige Funktionen
Definition 1.10. Sei A eine Menge und : A?> — A eine zweistellige Funktion auf.

1. fistassoziatiywenn fur allea, b, c € A:
f(f(a,b),c) = f(a, f(b,c)).
2. fistkommutatiywenn fur allea, b € A:
fla,b) = f(b,a).

Halbgruppen, Monoide und Gruppen

Definition 1.11. Seiog, := {o}, wobeio ein zweistelliges Funktionssymbol ist. $ei= (G, oY)
eineog,-Struktur.

1. G ist eineHalbgruppe wenno? assoziativ ist.

2. G ist einMonoid, wenng eine Halbgruppe ist und ein neutrales Element besitzt, esh.
gibt eine € (G, so dass fir allg € G gilt:

eofg=gofe=g.

3. G ist eineGruppe wenngG ein Monoid ist und wenn jedes Element éinversesbesitzt,
d.h., fir alleg € G existiert eing’ € GG, so dass

go¥q =e,

wobeie ein neutrales Element ist.
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Isomorphismen

Definition 1.12. SeienA, B o-Strukturen. Einsomorphismuson A nachB ist eine Abbildung
I : A — B mit folgenden Eigenschaften:

1. I ist bijektiv.
2. Furallek € N\{0}, allek-stelligen Relationssymbole € o und allek-Tupel(a,, . .., ax) €
AF gilt:
(ar,...,ax) € R* <= (I(a1),...,I(ar)) € R®.

3. Furallek € N\{0}, allek-stelligen Funktionssymbolg € o und allek-Tupel(ay, .. .,a;) €
AF gilt:
I(fAar,... an) = fE(I(a), ... I(ay)).
4. Fur alle Konstantensymbotec o gilt:
I(CA) =B
Eigenschaften von Isomorphismen

Notation. SeienA, B o-Strukturen. Wir schreibed : A = B, um anzudeuten, dagsein
Isomorphismus vom nachB ist.

Lemma 1.13. SeienA, B o-Strukturen und : A = 5. Dann gilt

I'': B~ A

Isomorphie

Definition 1.14. Zwei o-Strukturen.A und B sindisomorph(wir schreiben.4 = B), wenn es
einen Isomorphismus vad nachB gibt.

Beispiell.15 Die beiden Graphen

sind isomorph.



Isomorphie als Aquivalenzrelation

Satz 1.16.Isomorphie ist eine Aquivalenzrelation auf der Klasse aflestrukturen.

1.2 Die Logik der ersten Stufe

Gottlob Frege (1848-1925)

Das Alphabet

Definition 1.17. Individuenvariablerhaben die Gestalt, wobeii € N. Die Menge aller Indivi-
duenvariablen bezeichnen wir nvr.

Definition 1.18. Seio eine Symbolmenge. Das Alphabét der Sprache der ersten Stufe Uber
o besteht aus:

e den Individuenvariablen in Var,

den Junktorem, A, V,

denQuantorerd (demExistenzquantgrundV (demAllquantor),

den Klammerr, ),

demGleichheitssymbact,

den Symbolen iw.

Terme

Definition 1.19. Seic eine Symbolmenge. Die Men@é C A’ allero-Termeist durch folgende
Grammatik gegeben:
T:=zxz|c|fT...T
S——
k mal
fur alle z € Var, alle Konstantensymbolec o, alle £ > 1 und k-stelligen Funktionssymbole
feo.
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Achtung
Wir setzen keine Klammern in Termen, ebensowenig in atomaoemein.

Formeln

Definition 1.20. Sei o eine Symbolmenge. Die Menge, C A? aller o-Formeln ist durch
folgende Grammatik gegeben:

L=t =ty | Rty... 1
| =L |(LAL)|(LVL)
| 3z L |Vz L

(fur allex € Var, k > 1, R € o k-stellig, 1, ts, ..., t, € T,).

Alle Formeln der Gestalt, = t, und Rt; . .. t; nennen wiratomare Formeln

L, nennen wir die zur Symbolmengegehdrendeésprache der ersten Stufeder Sprache der
Pradikatenlogik erster Stufe

Weitere Junktoren

Notation. Verum (T), Falsum (L), Implikation (—) undBiimplikation (<) sind nicht in unserer
Sprache enthalten.
Wir verwenden aber folgende Abktrzungen:

e T steht flrvuy vy = vyp.

e | steht flUrdvy —vy = vy.

o (¢ — ) steht fur(—p V ).

o (v 1) stehtflur(—p V) A (¢ V ).

Notation
e Statt mitvy, v, . .. bezeichnen wir Variablen auch mity, z, . . . und Varianten wie’, 31, . . ..

e Formeln bezeichnen wir in der Regel mit griechischen Kleafistabeng, ¢, x) und For-
melmengen mit griechischen GroRbuchstabienk).

e Bezuglich Klammerung verwenden wir folgende Bindungsregeln

1. — bindet starker als alle anderen Junktoren.
2. AundV binden starker als- und «.

3. Die auReren Klammern einer Formel lassen wir normaleewseg. Alsap Ay — x
statt((¢ A ¥) — x)

4. Fur gewisse zweistellige Funktionssymbole wiex € o, und gewisse zweistel-
lige Relationssymbole wiel € oo Verwenden wirnfix- statt Prafixschreibweise
Dabei setzen wir auf nattrliche Weise Klammern, um die aitige Lesbarkeit zu
gewabhrleisten.



Subformeln

Definition 1.21. Fur jedes-Formely € L, definieren wir die Menge sub) C L, aller Subfor-
meln vony wie folgt rekursiv:

e ISty eine atomare Formel, so isti¢) := {¢}.
e Istp = fureiny € L,, soist
sub(p) == {¢} U sub(s)).
o ISty = (¢ V 1by) 0dery = (11 A 1)g) fUr ¢y, 99 € L,, SO ist
subip) := {e} U sub(yy) U sully,)
e ISty = dz ¢ oderp = Vo) fur einy € L, und einz € Var, so ist
sublep) := {} U sub(t))

Variablen in Termen

Definition 1.22. Fur jedens-Termt € T, definieren wir die Mengear(t) C Var derVariablen
vont wie folgt:

e Firz € Varistvar(z) := {z}.
e Fir Konstantensymbolee o istvar(c) := ().

e Istt = ft...t; fur ein k-stelliges Funktionssymbdgl € o und Terme, . . ., t;, SO ist
var(t) :=var(t;) U... Uvar(ty).

Freie Variablen

Definition 1.23. Fur jedes-Formely € L, definieren wir die Mengéei(p) C Var allerfreien
Variablen vony wie folgt rekursiv:

o Istyp =ty =ty flrty,ty € Ty, soistrei(yp) := var(ty) U var(ts).

e Istp=Rty...t,fUreinR € cundty, ..., t, € T,, SO ist
frei(p) :=var(ty) U... U var(ty)

e ISty = = fureiny € L,, soistfrei(y) := frei(y).

o ISty = (Y1 V 1bs) 0dery = (11 A )g) fUr ¢y, e € Ly, SO ist
frei(yp) = frei(yy) U frei(ys).

e Isty = dz 1 odery = Vz o) flr einy € L, und einx € Var, so ist
frei(yp) :=frei(y) \ {z}.
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Satze

Definition 1.24. Ein o-Satzist eineo-Formel ¢ mit frei(p) = (). Die Menge allers-Satze
bezeichnen wir mit,,.

Belegungen und Interpretationen

Definition 1.25. 1. EineBelegungn einero-Struktur A ist eine Abbildung? : D — A mit
D = def(5) C Var.

3 ist passenau einero-Formely, oder eine Belegunfiir ¢, wenn fre{y) C def(53).

2. Einec-Interpretationist ein PaafZ = (A, ) bestehend aus einerStruktur.4 und einer
Belegungs in A.

T = (A, B) istpassenau einefo-Formely, oder eine Interpretatidiir ¢, wenng passend
ZUy ist.

Definition 1.26. 1. Sindg eine Belegung in einer-Struktur A, x € Var unda € A, so sei
(¢ die Belegung mit déf3¢) := def(3) U {z}, die definiert ist durch

a fallsy = z,
BL(y) =
g:) {ﬁ(y) sonst
furalley < def(32).

2. SindZ = (A, ) einec-Interpretationz € Var unda € A, so sei

72 (A

Auswertung von Termen

Definition 1.27. Rekursiv tiber den Aufbau vdh, definieren wir eine Funktiofi- |°, die jedem
o-Termt € T, und jeders-InterpretatiorZ = (A, 3) fiir t einen Werft]” € A zuordnet:

e Fiirallex € Var seifz]” := §(x).
e Fiir alle Konstantensymbotec o sei[c]” := cA.

e Furallek > 1, k-stelligen Funktionssymbolg € o und Terme, ..., t; sei

[t ] = AT TG



Auswertung von Formeln

Definition 1.28. Rekursiv Uber den Aufbau vah, definieren wir eine Funktiop- |, die jederr-
Formely € L, und jedem-InterpretatioriZ = (A, ) fiir ¢ einen Wert]o]” € {0,1} zuordnet:

e Firallety,ty € T, sei

[[h = tg]]I = {1 falls [[tl]]z - ﬂtQ]]I’

0 sonst
e Furallek > 1, alle k-stelligen Relationssymbol& € o und alle Termé, ..., t, € T,
sel . .
1 falls ([t ]",....[¢ € R4,
[Rty ... t,]" = (1] [1")
0 sonst

Fur alley € L, sei

o] = 1 falls [¢]* =0,
730 sonst

Fur allep, v € L, sei

;|1 falls [¢]" = 1oder [¢]" =1,
Loyl = {0 sonst

;|1 falls [¢]" = 1und [¢]" =1,
lonvl = {0 sonst

Fur allex € Varundy € L, sei
1 falls es einu € A gibt, so dasgy]*+ = 1,
0 sonst

1 falls fir allea € A gilt: 3
[V 90]]1 - { u a € Agilt: [¢] ,
0 sonst

Alfred Tarski (1902-1983)
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Erfullbarkeit

Definition 1.29. Seiy eines-Formel.

1. Eineo-InterpretationZ erfillt ¢ (oder istModell von ¢, wir schreibenZ |= ), wennZ
passend zy ist und[e]” = 1.

2. pisterfullbar, wenn es eine-Interpretation gibt, dieo erflllt. Sonst istp unerfillbar.

3. pistallgemeingultig wenn jede zw passende-Interpretationy erfiillt.

Erfullbarkeit von Formelmengen
Definition 1.30. Sei® C L, eine Menge vomr-Formeln.
1. Eine Interpretatiod ist passenau ®, wennZ passend zu allep € & ist.

2. Eine InterpretatiorX erfullt & (oder istModell von &, wir schreibenZ = @), wennZ
passend z@ ist undZ = o fir alle p € o.

3. disterfullbar, wenn es eine Interpretation gibt, dbeerfullt. Sonst isiP unerfullbar.

Das Koinzidenzlemma
Definition 1.31. Fiuri = 1,2 seiZ; = (A;, 5;) eineo;-Interpretation, so das$; = A,.

1. 7, undZ, (bzw. A; und A,) stimmen auf einen Symbeoliberein wenns € o N oy und
s = gA2,

2. Z; undZ, (bzw. 5; und /3;) stimmen auf einer Variablen Uberein wennx € def(3;) N

def(62> Undﬁl(l') = 62(1’)

Lemma 1.32. Seierno, o1, 02 Symbolmengen mit C o1 N o9, und firi = 1,2 seiZ; = (A;, 5;)
eineo;-Interpretation.

1. Seit € T,, so dassZ; und Z, auf allen int vorkommenden Symbolen und Variablen
iibereinstimmen. Dann gift]™ = [t]*.

2. Seip € L,, so dasg; undZ, auf allen inp vorkommenden Symbolen und auf allen freien
Variablen vony tbereinstimmen. Dann gilt

LiEe <= L Ee
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Notation

e Seip einec-Formel mit fre{y) C {z1,...,z,}.
SeiZ = (A, 3) eineo-Interpretation und, fut < i < n, seia; := [(x;). Wir schreiben
auch
AE @2, 2] anstatll = .
Diese Schreibweise ist zulassig, weil nach dem Koinzidemmha fiir alles-Interpretationen
ITEp <= I .

e Um die Notation weiter zu vereinfachen, schreiben wir authy, .. ., z,,) fir o-Formeln
© mit frei() C {x1,...,z,} und dann

AE ¢lay,...,a,) anstattd | [& .. 9],

) T

e Furo-Satzep schlie3lich schreiben wir einfach |= ¢.

e Ahnliche Schreibweisen verwenden wir fir Terme:

Seit(xy,...,z,) einc-Term mitvalt) C {zy,...,z,}.
SeiZ = (A, () einec-Interpretation und, fut < i < n seia; := ((z;). Dann schreiben
wir

ATa an A 7

tA[e, .-, 2] odertAfay, . . ., a,] anstatt[t]” .

Bemerkung 1.33.Wegen des Koinzidenzlemmas kénnen wir einerseits immegtanen, dass
Belegungen ,minimal” sind, d.h., ihr Defininitionsbereichtleélt gerade alle freien Variablen
einer Formel oder eines Terms, andererseits konnen wiralmr annehmen, dass Belegungen
~-maximal“ sind, d.h., ihr Defininitionsbereich enthéalteNariablen.

Beides wird gelegentlich nitzlich sein.

Redukte und Expansionen
Definition 1.34. Seieno, 7 Symbolmengen mit C o.

1. Dasr-Redukieinero-Struktur.A ist die 7-Struktur.A|. mit TragerA’ = A, die mit. A auf
allen Symbolen in- Gbereinstimmit.

2. Einec-Expansioreinerr-Struktur3 ist eines-Struktur. A mit A|, = B5.

Beispiell.35 Das{<, +,0}-Redukt
N|{§,+,0} = (Nu §N7 +N7 0N>

des Standardmodells” = (N, <V, 4V <V 0V, 1Y) der Arithmetik bezeichnet man als das
Standardmodell dePresburger Arithmetik
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Beispiel: Digraphen und Graphen
Symbolmeng&graph = {g}. Seig = (G, E9) eineograprStruktur.

1. G ist ein Digraph gdw
G EVe-FEzx.

2. G ist ein Graph gdw
G EVa—Ezx ANVaVy(Exy — Eyz).

3. Fira, b € G: Es gibt einen Weg der Lange 3 vamachb gdw

b
G = 3dz132 (Ele AN Eziz9 N Ezgy)a—
Ty
4. G hatDurchmessex 3, d.h., zwischen je zwei Ecken vghgibt es einen Weg der Lange
< 3, gdw

G = Vavy (ElzlElzg (Ele AN Eziz9 N Ezgy)

V dz (Exz A Ezy)>

Beispiel: Arithmetik
Opr -= {Su =+, X, 07 1}
Die intuitive Bedeutung der folgenden Formeln bezieht sichdie festeoa-Struktur N' =
(N, +,-,0,1):
Beispielel.36 1. ,zteilt y*
edv(z,y) =3z x X z=y.
2. x —y=2"
p-(v,y,2) =y + z=u

3. ,x =y (mod 2)
p=(@y, ) =o((e tw=yVy tw=pAvz xv=uw)

v~

WY — = w" W — 1y = w" 2w
NS v
w

ol —y| =w"

W2 | I;: yl*
4.  xist Primzahl.”

SDprim(l’)iz_'l’il A Vy(azy X Zix—>(yil\/yix))

5. ,Es gibt unendlich viele Primzahlen.”

Vy3o (3/ ST A (Pprim(l’))

12



Das Isomorphielemma

Lemma 1.37. Seieny eino-Satz undA4, B isomorpher-Strukturen. Dann gilt
AlEp < BEo.

Eine andere Sichtweise auf Definierbarkeit

Definition 1.38. Fur alles-Strukturend und alle Formelnp(z4, ..., x,) € L, Sei

o(A) = {(a,...,a,) € A" } AE pla, ... a,)}.

Achtung

Die Relationy(.A) hangt nicht nur von der Formelab, sondern auch vom Tup@l,, ..., z,) €
Var®. Wenn wir also die Notatiorp(.A) verwenden, mussen wir immer vorher angeben, auf
welche Variablen sie sich bezieht.

Rekursive Beschreibung von  ¢(A)
Satz 1.39.SeiA eineo-Struktur undp(zy, ..., z,) € L,. Dann gilt

e Fallsp = Rty ...t firein R € o und Termé, ..., t, € T,, SO

@(A)z{(al,...,an)eA” ex.by,...,bp € A:
b = t4 [— —] fr1 <i<k

und (b, ..., by) € RA}

e Falls p =t =t, fur Termet, t, € T,, SO

o(A) = {(al,...,an) e A" | ex.by by € A -
bi:tf[%,--- —] fr1<i<?2
Undbl :bg}
o Fallsp(zy,...,z,) = —(xy,...,2,), SO

p(A) = A"\ P(A).
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o Fallsp(zy,...,2,) =1 (wiy, ..., z5,) Va(x)y,. .., xj, ), SO
o(A) = { (@, an) € A" | (@, i) € G (A)
oder(aj,,...,a;,) € wg(A)}.
Entsprechend fun.

e Fallsp(xy,...,2,) = 32,01 ¥(21,...,Zne1), SO
p(A) = {(ah oy ap) € A" | €Xianp € A (a1, .., Gn41) € 1/)@4)}‘

Entsprechend fiv.

1.3 Aquivalenz, Normalformen und Folgerungen

Aquivalenz

Definition 1.40. Zwei o-Formelny und+ sindaquivalent(wir schreibeny = ), wenn fiir alle
o-Interpretationer? flr o undq gilt:

Ike <= IEv.

Beobachtung 1.41.Fur alle o-Formelnyp, v gilt:

0 =1 <= ¢ <« 1) istallgemeingliltig

Das Ersetzungslemma (intuitiv)

Lemma 1.42. Seiyp einec-Formel. Ersetzt man ip eine Subformed durch eine zu) aquiva-
lentes-Formel, so erhalt man eine zpaquivalentes-Formel.

Substitution

Ziel
,Sinnvolles* Ersetzen von Variablen durch Terme.

Beispiel1.43 Ersetzen wir in deba-Formeldy y x y = = + z die Variablez durch den
oa-Term(1 + 1), so erhalten wir die Formel

Jyy xy=01+1) + (1 +1).
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Achtung

Bei einem ,sinnvollen” Substitutionsbegriff sollte siclaas Ersetzen einer Variablen durch eine
andere Variable (also ein einfaches Umbenennen einerblanpdie Bedeutung einer Formel
nicht wesentlich verandern.

Das bedeutet, dass man vorsichtig sein muss, wie folgendpiBks zeigen:

Beispielel.44 Seip:=3Jyy X y=x + = € La.

1. Ersetzt man ip die (gebundene) Variabjedurchz, so erhalt man diea-Formeldx x x
x =x + z, die eine vollig andere Bedeutung hat als

Deswegen sollte man nur freie Variablen substituieren.

2. Ersetzt man inp die (freie) Variabler durchy, so erhalt man die,-Formeldy y x y =
y + y, die wieder eine andere Bedeutung hatals

Man muss deswegen aufpassen, dass es keine Konflikte mindgren Variablen gibt.

Der formale Substitutionsbegriff

Definition 1.45. 1. Eineo-Substitutiorist eine Abbildungs : D — T, wobeiD = def(S) C
Var endlich ist.

2. Fur einer-SubstitutionS seivar(,S) die Menge aller Variablen, die in einem Term im Bild
von S vorkommen, das heif3t,

var(S) == | J var(S(z)).

zedef(S)

Substitution in Termen

Definition 1.46. SeiS einec-Substitution. Induktiv Gber den Aufbau vere T, definieren wir
den TermtS, der aug durchAnwenderder Substitutiors entsteht:

e Istt = x fUreinz € Var, so ist

'S S(z) fallsz € def(.S),
R sonst

e Istt = cfur ein Konstantensymbel € o, so isttS := c.

e Istt = ft...t, fur ein k-stelliges Funktionssymbgl € o undo-Termet,, . .., t;, SO ist

1S = f1:1S. .. 1:S.

25. Oktober 2007 15



Substitution in Formeln

Definition 1.47. Induktiv Uber den Aufbau vop € L, definieren fir aller-Substitutionens
eine FormelpS, die ausp durchAnwenderder Substitutiort' entsteht:

e Isty = Rty ...t fur ein k-stelliges Relationssymb@ € o undo-Termet,, ..., t;, SO ist

Ist p = t; = t, fUr o-Termety, ty, SO ist

L,QS = t18 = tQS.

Ist o = = fur einec-Formely, so istpS := = ¥S.
ISt o = 1)1 V 1)y far 1,19 € Ly, SO |St(,QS =S V S,

Entsprechengh = 1)1 A 1.

Ist o = Jx « fUr eine Variabler und eines-Formel, so istpS := Jy .S’, wobei

y =z undS”" := Slgers)\{2} falls z & var(s),
y die in der Aufzahlungg, vy, v, ... von Var
erste Variable,

die nicht in fre{y) U var(.S) vorkommt,

undS” := Slgets)\ 23 Y {(z,y)},
( fallsz € var(S).

Ist o = Vx ¢ fUr eine Variabler und eines-Formely, so istpS := Vy .S’, wobeiy und
S’ wie im Existenzquantorenfall definiert sind.

Notation

e Wir schreiberv-Substitutioners mitdef(S) = {z1,...,z,}undt; = S(z;) furl <i<n
auch in der Form
)
x1’ Ty

Insbesondere schreiben wir féirFormelny auch
go(?—l, o i—) anstatt ¢S.
Statty (%) schreiben wir auckp:.

e Fureine Formep(xy,...,z,) mitfrei(p) C {z1,...,z,} und Terme,, ..., t, schreiben
wir auch

o(ty,...,t,) anstatt @(i—ll, o ;—Z>

e Entsprechende Schreibweisen verwenden wir fir Terme.

16



Anwenden von Substitutionen auf Interpretationen

Definition 1.48. Fur jedes-SubstitutionS undo-InterpretatiorZ = (A, 3) mitvar(S) C def(5)
sei
15 := (A, BS),

wobei3S : def(3) U def(S) — A definiert ist durch

3a@;:{w“ﬂz falls z € def(S),
B(x) sonst

Das Substitutionslemma

Lemma 1.49. SeienS einecs-Substitution und = (A, 3) eineo-Interpretation mitvar(S) C

def(5).
1. Fir alleo-Termet mitvar(t) C def(3) U def(S) gilt:

[tST" = [™ .

2. Fur alleo-Formelny mitfrei(y) C def(5) U def(S) gilt:
ITEeS <= ISk

Der Beweis wird durch Induktion tiber den Aufbau der Terme umrfeln gefiihrt, siehe [EFT] S.58—
60.

Korollar 1.50. SeiS einecs-Substitution.
Dann gilt fir allec-Formelng, ¢:

=19 = pS=9YS.

Aussagenlogische Aquivalenzen

Definition 1.51. Fir eine aussagenlogische Formeglaussagenlogische Variabléfy, . .., X,
undo-Formelny, ..., ¢, € L, sei
@(%,H,g)

die o-Formel, die aus entsteht, indem man, fir< i < n, jede Subformek; durchy; ersetzt.

Lemma 1.52.Seieny;, oz aussagenlogische Formeln madr(«;) C {Xy,..., X, }undyy, ..., ¢, €
L, o-Formeln.
Dann gilt

o=y = a1<5)‘2—11,...,5;(—2) E&Q(%,...,%)
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Aquivalenzen mit Quantoren
Lemma 1.53. Seienp, ¢ € L, undx € Var. Dann gelten folgende Aquivalenzen:
1.
—dr ¢ =V —p, —Vr ¢ = dz —p.
2. Fallsz & frei(y):

eV Iz =3 (V) e AVz 1 =V (p AY),
e A 3Jxp =Tz (e A1), eV Vr =V (e V).

Umbenennen gebundener Variablen

Lemma 1.54. Seieny eine o-Formel undz, y Variablen, so dasg nicht frei in ¢ vorkommt.
Dann gilt

3359053?“0(%), Vazgszygo(%)

Adaquatheit
Definition 1.55. Seit C {3,V, =, A, V, —, <, T, L}.

1. L,(7) ist die Menge aller-Formeln, die nur aus Variablen, Klammern, dem Gleichheits
symbol=, den Symbolen i, und den Junktoren und Quantorenriaufgebaut sind.

2. T istadaquat furL,, wenn jeder-Formel aquivalent zu einer-Formel in L, (7) ist.

Satz 1.56.Seir C {—,A,V,—, <, T, 1} eine aussagenlogisch adéaquate Menge von Junktoren.
Dann sindr U {3} undr U {V} adaquat furL,.

Korollar 1.57. Die Menge{3, —, A} ist adaquat.

Quantorenrang

Definition 1.58. Die Funktiongr : L, — N sei rekursiv wie folgt definiert:
e FUr atomarep istgr(y) := 0.
e ISty = ), soistqr(y) := qr(v).
o ISt =1y V iy 0derp = 1y A 1bg, SO iStqr(p) := max{qr(¢y ), qr(vs).
e ISty = 3z ¢ odery =V 1, soistqr(y) := qr(v) + 1.

Wir bezeichnen dip) als denQuantorenrangson .
Eineo-Formely mit gr(¢) = 0 nennen wirguantorenfrei
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Pranexe Normalform

Definition 1.59. Eines-Formel ist inpranexer Normalformwenn sie die Form
Q171 ... Qnxy ¥

hat, wobeiQy, ..., Q, € {3,V}, 21, ..., x, € Var undy quantorenfrei.

Satz 1.60.Jedes-Formel ist &quivalent zu einer-Formel in pranexer Normalform.

Die Folgerungsbeziehung

Definition 1.61. Seien® C L, undvy € L,. Dannfolgt ¢ aus® (wir schreiben® |= ), wenn
fur jede zu® und passende-InterpretatioriZ gilt:

TED — Tk

Notation
Statt() = » schreiben wit= .

Lemmal.62. 1. Furalle® C L, undvy € L, qilt:
¢ =1 < U {-} istunerfullbar

2. Furallep € L, gilt:
= ¢ <= yistallgemeinglltig
Beispiel
LAlle Menschen sind sterblich. Sokrates ist ein MenschoAs$ Sokrates sterblich.”

Formalisierung des Arguments in der Logik der ersten Stufe:

e Symbolmenge
O Sokrates: = {]\14, ?, S}.

e AusVz(Mz — Sx)undMs folgt S's.

Lemma 1.63. Seienp, ¢ € L, undt € T,.
Dann gilt:

{vro—w o (&) } e ()

Also ist das ArgumenfWenn alle Menschen sterblich sind, und wenn Sokrates einddle ist,
dann ist Sokrates sterbliclkorrekt.
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1.4 Beweisbarkeit
Kalkule
Definition 1.64. Sei A eine beliebige Menge.
1. EineAbleitungsregeliber A hat die Gestalt

ay -+ a,
—

wobein € N, aq,...,a,,b € A.

Wir bezeichneny, . . ., a,, als dieVoraussetzungeder Regel unad als dieKonsequenz

Ableitungsregeln ohne Voraussetzungen (alsonmit 0) bezeichnen wir aléxiome.

2. EinKalkul Giber A ist eine Menge von Ableitungsregeln tGbér

Ableitbare Elemente
Definition 1.65. Seif ein Kalkul tGiber einer Mengé.
1. Die MengeB C A allerin £ ableitbaren Elementist rekursiv wie folgt definiert:
(i) Furalle Axiome; in fistb € B.
(i) Far alle Ableitungsregelﬁll’T”a” in R gilt:
Wennay,...,a, € B,dannb € B.

B ist also die bezuglich Mengeninklusion kleinste Menge dieAbschlusseigenschaften
() und (ii) hat.

2. SeiVV C A eine Menge von/oraussetzungerDie MengeB C A allerausV in g ableit-
baren Elementest die beziiglich Mengeninklusion kleinste Menge, Hienthalt und die

Abschlusseigenschaften (i) und (ii) hat.

Bemerkung 1.66.Kalkile sind also nichts anderes als rekursive Definitionen

Ableitungen
Definition 1.67. Sei g ein Kalkil tiber einer Mengéd, und seiert/ C A, a € A.

1. EineAbleitung vona ausV in £ ist eine endliche Folgéu,, . .. ,a,) € A*, fureins > 1,
sodassy =aundfirl <i </¢:

e a; € V oder
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e 2 enthalt eine Ableitungsreg&t-», so das$, ..., b, € {a1,...,a;_1} undc = a;.

2. EineAbleitung vona in £ ist eineAbleitung vona ausl in .

Lemma 1.68. SeiR ein Kalkil Uber einer Mengé, und seied/ C A, a € A.
Dann ista genau dann (au¥’) in K ableitbar, wenn es eine Ableitung varfausV’) in R gibt.

Ein Beweiskalkul fur die Logik der ersten Stufe
Im folgenden sei eine feste Symbolmenge.
Der Kalkul $ Gber L, besteht aus folgenden Axiomen und Ableitungsregein:

Axiome

e Aussagenlogische Tautologien:

fur alle allgemeingultigen aussagenlogischen FormeAL mitvar(a) = {X;,..., X}
und allepy, ..., p, € L,.

e Quantorenaxiome:

dzp — Vr-p
furalley € L, undx € Var,

fur alle p,v € L, undxz € Var\ frei(y),

|+

Ve — ap(g;)

furallep € L,,t € T, undx € Var.

e Gleichheitsaxiome:

fur allet € T,

t=u—u=t
furallet,u € T,,

t=uNu=v—1t=v
furallet,u,v € T,,

furallep € L,, x € Varundt,u € T,.
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Ableitungsregeln:

e Modus Ponens:

e =
(2
furallep, vy € L,.
e Generalisierung:
Y
Yrp

furallep € L, undx € Var.

Beweisbarkeit und Widerspruchsfreiheit
Definition 1.69. Seien® C L, undy € L,.

1. ¢ ist beweisbaaus® (im Kalkil ) (wir schreiben® g /), wenn ein Ableitung von)
aus® in ) existiert.

2. ® istwiderspruchsvol(bezgl.), wenn es eine Formel € L, gibt, so das® g ¢ und
® ¢ ). Sonst istb widerspruchsfre(bezgl.$).

Der Vollstandigkeitssatz fir $
Satz 1.70. 1. Sei® C S,. Dann gilt

¢ widerspruchsfrei<—=- ® erflllbar.

2. Seiend C S, undvy € S,. Dann gilt
Dlgt) < O =1
Literaturhinweise

Die Grundbegriffe der Logik der ersten Stufe finden sich eimv@Ebbinghaus et al., 1996],
Kap. I-Ill.

Lehrbicher
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