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1 Wiederholung — Die Logik der 1. Stufe

1.1 Strukturen

Symbolmengen

Definition 1.1. EineSymbolmenge(auchSignaturoderVokabular) ist eine Mengeσ vonRelations-,
Funktions-undKonstantensymbolen.
Jedes RelationsymbolR ∈ σ und jedes Funktionssymbolf ∈ σ hat eineStelligkeit

stell(R) ∈ N \ {0} bzw. stell(f) ∈ N \ {0}.

Notation

• σ bezeichnet immer eine Symbolmenge.

• Für Relationssymbole verwenden wir normalerweise Großbuchstaben wieP,Q,R,E, für
Funktionsymbole Kleinbuchstaben wief, g, h und für Konstantensymbole Kleinbuchsta-
ben wiec, d.

• Gelegentlich verwenden wir als Relations- und Funktionssymbole auch Zeichen wie≤ (2-
stelliges Relationssymbol),+,× (2-stellige Funktionssymbole) und als Konstantensymbo-
le Zahlen wie0, 1.

• Die Stelligkeit eines Relations- oder Funktionsymbols deuten wir häufig an, indem wir sie
unter das Symbol schreiben.

Beispiel1.2. Die NotationR
2

deutet an, dassR ein 2-stelliges Relationssymbol ist.

Strukturen

Definition 1.3. Eineσ-StrukturA besteht aus:

• einer nicht-leeren MengeA, demTrägervonA,

• je einerk-stelligen RelationRA ⊆ Ak für allek ∈ N \ {0} und allek-stelligen Relations-
symboleR ∈ σ,

• je einerk-stelligen FunktionfA : Ak → A für alle k ∈ N \ {0} und allek-stelligen
Funktionssymbolef ∈ σ,

• je einem ElementcA ∈ A für alle Konstantensymbolec ∈ σ.

Notation. • Strukturen bezeichnen wir mit kalligraphischen Großbuchstaben, etwaA,B,G
und ihre Träger mit den entsprechenden lateinischen Großbuchstaben, etwaA,B,G.

• Wir beschreibenσ-Strukturen oft in Tupelschreibweise, etwaA =
(
A, (SA)S∈σ

)
oder,

falls σ = {S1, . . . , Sn} endlich,A =
(
A, SA

1 , . . . , S
A
n

)
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Beispiel: Das Standardmodell der Arithmetik
N = {0, 1, 2, . . .} bezeichnet die Menge dernatürlichen Zahlen.

Definition 1.4. SeiσAr := {≤,+,×, 0, 1}, wobei≤ ein zweistelliges Relationssymbol ist,+,×
zweistellige Funktionssymbole und0, 1 Konstantensymbole.
DasStandardmodell der Arithmetikist dieσAr-Struktur

N := (N,≤N ,+N ,×N , 0N , 1N ),

wobei≤N , +N und×N die natürliche Ordnung, Addition bzw. Multiplikation aufN sind und
0N := 0, 1N := 1.

Zweistellige Relationen

Definition 1.5. SeiA eine Menge undR ⊆ A2 eine 2-stellige Relation aufA.

1. R ist reflexiv, wenn für allea ∈ A gilt: aRa.

2. R ist symmetrisch, wenn für allea, b ∈ A gilt: aRb =⇒ bRa.

3. R ist antisymmetrisch, wenn für allea, b ∈ A gilt:

aRb undbRa =⇒ a = b.

4. R ist konnex, wenn für allea, b ∈ A gilt: aRb oderbRa.

5. R ist transitiv, wenn für allea, b, c ∈ A gilt:

aRb undbRc =⇒ aRc.

Ordnungen

Definition 1.6. SeiA eine Menge undR ⊆ A2 eine 2-stellige Relation aufA.

1. R ist einePräordnung, wennR reflexiv und transitiv ist.

2. R ist einepartielle Ordnung, wennR reflexiv, transitiv und antisymmetrisch ist.

3. R ist einelineare Ordnung, wennR reflexiv, transitiv, antisymmetrisch und konnex ist.

Definition 1.7. SeiσOrd := {≤}, wobei≤ ein 2-stelliges Relationssymbol ist.
Eine (Prä-, partielle, lineare) Ordnungsstrukturist eineσOrd-StrukturA = (A,≤A), wobei≤A

eine (Prä-, partielle, lineare) Ordnung aufA ist.
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Graphen

Definition 1.8. SeiσGraph := {E}, wobeiE ein 2-stelliges Relationssymbol ist.
Ein gerichteter Graph(kurz:Digraph) ist eineσGraph-StrukturG = (G,EG) mit irreflexivemEG.
Ein Graph ist eineσGraph-StrukturG = (G,EG) mit irreflexivem und symmetrischemEG.

Beispiel1.9. Ein Digraph und ein Graph.

4 5 6

32

0 1
4

0

1

2

3

6

5

7

8

9

10 11

12

14

13

Zweistellige Funktionen

Definition 1.10. SeiA eine Menge undf : A2 → A eine zweistellige Funktion aufA.

1. f ist assoziativ, wenn für allea, b, c ∈ A:

f(f(a, b), c) = f(a, f(b, c)).

2. f ist kommutativ, wenn für allea, b ∈ A:

f(a, b) = f(b, a).

Halbgruppen, Monoide und Gruppen

Definition 1.11. SeiσGr := {◦}, wobei◦ ein zweistelliges Funktionssymbol ist. SeiG = (G, ◦G)
eineσGr-Struktur.

1. G ist eineHalbgruppe, wenn◦G assoziativ ist.

2. G ist einMonoid, wennG eine Halbgruppe ist und ein neutrales Element besitzt, d.h., es
gibt eine ∈ G, so dass für alleg ∈ G gilt:

e ◦G g = g ◦G e = g.

3. G ist eineGruppe, wennG ein Monoid ist und wenn jedes Element einInversesbesitzt,
d.h., für alleg ∈ G existiert eing′ ∈ G, so dass

g ◦G g′ = e,

wobeie ein neutrales Element ist.
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Isomorphismen

Definition 1.12. SeienA,B σ-Strukturen. EinIsomorphismusvonA nachB ist eine Abbildung
I : A→ B mit folgenden Eigenschaften:

1. I ist bijektiv.

2. Für allek ∈ N\{0}, allek-stelligen RelationssymboleR ∈ σ und allek-Tupel(a1, . . . , ak) ∈
Ak gilt:

(a1, . . . , ak) ∈ RA ⇐⇒
(
I(a1), . . . , I(ak)

)
∈ RB.

3. Für allek ∈ N\{0}, allek-stelligen Funktionssymbolef ∈ σ und allek-Tupel(a1, . . . , ak) ∈
Ak gilt:

I
(
fA(a1, . . . , ak)

)
= fB

(
I(a1), . . . , I(ak)

)
.

4. Für alle Konstantensymbolec ∈ σ gilt:

I
(
cA

)
= cB.

Eigenschaften von Isomorphismen

Notation. SeienA,B σ-Strukturen. Wir schreibenI : A ∼= B, um anzudeuten, dassI ein
Isomorphismus vonA nachB ist.

Lemma 1.13.SeienA,B σ-Strukturen undI : A ∼= B. Dann gilt

I−1 : B ∼= A.

Isomorphie

Definition 1.14. Zwei σ-StrukturenA undB sind isomorph(wir schreiben:A ∼= B), wenn es
einen Isomorphismus vonA nachB gibt.

Beispiel1.15. Die beiden Graphen

sind isomorph.
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Isomorphie als Äquivalenzrelation

Satz 1.16.Isomorphie ist eine Äquivalenzrelation auf der Klasse allerσ-Strukturen.

1.2 Die Logik der ersten Stufe

Gottlob Frege (1848-1925)

Das Alphabet

Definition 1.17. Individuenvariablenhaben die Gestaltvi, wobeii ∈ N. Die Menge aller Indivi-
duenvariablen bezeichnen wir mitVar.

Definition 1.18. Seiσ eine Symbolmenge. Das AlphabetAσ der Sprache der ersten Stufe über
σ besteht aus:

• den Individuenvariablen in Var,

• den Junktoren¬, ∧, ∨,

• denQuantoren∃ (demExistenzquantor) und∀ (demAllquantor),

• den Klammern(, ),

• demGleichheitssymbol
.
=,

• den Symbolen inσ.

Terme

Definition 1.19. Seiσ eine Symbolmenge. Die MengeTσ ⊆ A∗
σ allerσ-Termeist durch folgende

Grammatik gegeben:
T ::= x | c | f T . . . T

︸ ︷︷ ︸

k mal

für alle x ∈ Var, alle Konstantensymbolec ∈ σ, alle k ≥ 1 undk-stelligen Funktionssymbole
f ∈ σ.
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Achtung
Wir setzen keine Klammern in Termen, ebensowenig in atomaren Formeln.

Formeln

Definition 1.20. Sei σ eine Symbolmenge. Die MengeLσ ⊆ A∗
σ aller σ-Formeln ist durch

folgende Grammatik gegeben:

L ::= t1
.
= t2

∣
∣ Rt1 . . . tk

∣
∣ ¬L

∣
∣ (L ∧ L)

∣
∣ (L ∨ L)

∣
∣ ∃x L

∣
∣ ∀x L

(für allex ∈ Var, k ≥ 1,R ∈ σ k-stellig, t1, t2, . . . , tk ∈ Tσ).
Alle Formeln der Gestaltt1

.
= t2 undRt1 . . . tk nennen wiratomare Formeln.

Lσ nennen wir die zur Symbolmengeσ gehörendeSprache der ersten Stufe(oderSprache der
Prädikatenlogik erster Stufe).

Weitere Junktoren

Notation. Verum (⊤), Falsum (⊥), Implikation (→) undBiimplikation (↔) sind nicht in unserer
Sprache enthalten.
Wir verwenden aber folgende Abkürzungen:

• ⊤ steht für∀v0 v0
.
= v0.

• ⊥ steht für∃v0 ¬v0
.
= v0.

• (ϕ→ ψ) steht für(¬ϕ ∨ ψ).

• (ϕ↔ ψ) steht für(¬ϕ ∨ ψ) ∧ (ϕ ∨ ¬ψ).

Notation

• Statt mitv0, v1, . . . bezeichnen wir Variablen auch mitx, y, z, . . . und Varianten wiex′, y1, . . ..

• Formeln bezeichnen wir in der Regel mit griechischen Kleinbuchstaben (ϕ, ψ, χ) und For-
melmengen mit griechischen Großbuchstaben (Φ,Ψ).

• Bezüglich Klammerung verwenden wir folgende Bindungsregeln:

1. ¬ bindet stärker als alle anderen Junktoren.

2. ∧ und∨ binden stärker als→ und↔.

3. Die äußeren Klammern einer Formel lassen wir normalerweise weg. Alsoϕ∧ψ → χ

statt((ϕ ∧ ψ) → χ)

4. Für gewisse zweistellige Funktionssymbole wie+,× ∈ σAr und gewisse zweistel-
lige Relationssymbole wie≤ ∈ σOrd verwenden wirInfix- stattPräfixschreibweise.
Dabei setzen wir auf natürliche Weise Klammern, um die eindeutige Lesbarkeit zu
gewährleisten.
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Subformeln

Definition 1.21. Für jedeσ-Formelϕ ∈ Lσ definieren wir die Menge sub(ϕ) ⊆ Lσ allerSubfor-
meln vonϕ wie folgt rekursiv:

• Ist ϕ eine atomare Formel, so istsub(ϕ) := {ϕ}.

• Ist ϕ = ¬ψ für einψ ∈ Lσ, so ist

sub(ϕ) := {ϕ} ∪ sub(ψ).

• Ist ϕ = (ψ1 ∨ ψ2) oderϕ = (ψ1 ∧ ψ2) für ψ1, ψ2 ∈ Lσ, so ist

sub(ϕ) := {ϕ} ∪ sub(ψ1) ∪ sub(ψ2)

• Ist ϕ = ∃xψ oderϕ = ∀xψ für einψ ∈ Lσ und einx ∈ Var, so ist

sub(ϕ) := {ϕ} ∪ sub(ψ)

Variablen in Termen

Definition 1.22. Für jedenσ-Termt ∈ Tσ definieren wir die Mengevar(t) ⊆ Var derVariablen
vont wie folgt:

• Fürx ∈ Var ist var(x) := {x}.

• Für Konstantensymbolec ∈ σ ist var(c) := ∅.

• Ist t = ft1 . . . tk für eink-stelliges Funktionssymbolf ∈ σ und Termet1, . . . , tk, so ist

var(t) := var(t1) ∪ . . . ∪ var(tk).

Freie Variablen

Definition 1.23. Für jedeσ-Formelϕ ∈ Lσ definieren wir die Mengefrei(ϕ) ⊆ Var aller freien
Variablen vonϕ wie folgt rekursiv:

• Ist ϕ = t1
.
= t2 für t1, t2 ∈ Tσ, so istfrei(ϕ) := var(t1) ∪ var(t2).

• Ist ϕ = Rt1 . . . tk für einR ∈ σ undt1, . . . , tk ∈ Tσ, so ist

frei(ϕ) := var(t1) ∪ . . . ∪ var(tk)

• Ist ϕ = ¬ψ für einψ ∈ Lσ, so istfrei(ϕ) := frei(ψ).

• Ist ϕ = (ψ1 ∨ ψ2) oderϕ = (ψ1 ∧ ψ2) für ψ1, ψ2 ∈ Lσ, so ist

frei(ϕ) := frei(ψ1) ∪ frei(ψ2).

• Ist ϕ = ∃xψ oderϕ = ∀xψ für einψ ∈ Lσ und einx ∈ Var, so ist

frei(ϕ) := frei(ψ) \ {x}.

25. Oktober 2007 7



Sätze

Definition 1.24. Ein σ-Satz ist eineσ-Formelϕ mit frei(ϕ) = ∅. Die Menge allerσ-Sätze
bezeichnen wir mitSσ.

Belegungen und Interpretationen

Definition 1.25. 1. EineBelegungin einerσ-StrukturA ist eine Abbildungβ : D → A mit
D = def(β) ⊆ Var.

β ist passendzu einerσ-Formelϕ, oder eine Belegungfür ϕ, wenn frei(ϕ) ⊆ def(β).

2. Eineσ-Interpretationist ein PaarI = (A, β) bestehend aus einerσ-StrukturA und einer
Belegungβ in A.

I = (A, β) ist passendzu einerσ-Formelϕ, oder eine Interpretationfür ϕ, wennβ passend
zuϕ ist.

Definition 1.26. 1. Sindβ eine Belegung in einerσ-StrukturA, x ∈ Var unda ∈ A, so sei
β a

x
die Belegung mit def(β a

x
) := def(β) ∪ {x}, die definiert ist durch

β a
x
(y) :=

{

a falls y = x,

β(y) sonst

für alley ∈ def(β a
x
).

2. SindI = (A, β) eineσ-Interpretation,x ∈ Var unda ∈ A, so sei

I a
x

:=
(
A, β a

x

)

Auswertung von Termen

Definition 1.27. Rekursiv über den Aufbau vonTσ definieren wir eine FunktionJ · K·, die jedem
σ-Termt ∈ Tσ und jederσ-InterpretationI = (A, β) für t einen WertJtKI ∈ A zuordnet:

• Für allex ∈ Var seiJxKI := β(x).

• Für alle Konstantensymbolec ∈ σ seiJcKI := cA.

• Für allek ≥ 1, k-stelligen Funktionssymbolef ∈ σ und Termet1, . . . , tk sei

Jft1 . . . tkK
I := fA

(
Jt1K

I
, . . . , JtkK

I )
.
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Auswertung von Formeln

Definition 1.28. Rekursiv über den Aufbau vonLσ definieren wir eine FunktionJ · K·, die jederσ-
Formelϕ ∈ Lσ und jederσ-InterpretationI = (A, β) für ϕ einen WertJϕKI ∈ {0, 1} zuordnet:

• Für allet1, t2 ∈ Tσ sei

Jt1
.
= t2K

I :=

{

1 falls Jt1K
I = Jt2K

I
,

0 sonst.

• Für allek ≥ 1, alle k-stelligen RelationssymboleR ∈ σ und alle Termet1, . . . , tk ∈ Tσ

sei

JRt1 . . . tkK
I :=

{

1 falls
(
Jt1K

I
, . . . , JtkK

I )
∈ RA,

0 sonst.

• Für alleϕ ∈ Lσ sei

J¬ϕKI :=

{

1 falls JϕKI = 0,

0 sonst.

• Für alleϕ, ψ ∈ Lσ sei

Jϕ ∨ ψKI :=

{

1 falls JϕKI = 1 oder JψKI = 1,

0 sonst,

Jϕ ∧ ψKI :=

{

1 falls JϕKI = 1 und JψKI = 1,

0 sonst.

• Für allex ∈ Var undϕ ∈ Lσ sei

J∃x ϕKI :=

{

1 falls es eina ∈ A gibt, so dassJϕKI
a

x = 1,

0 sonst.

J∀x ϕKI :=

{

1 falls für allea ∈ A gilt: JϕKI
a

x = 1,

0 sonst.

Alfred Tarski (1902-1983)
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Erfüllbarkeit

Definition 1.29. Seiϕ eineσ-Formel.

1. Eineσ-InterpretationI erfüllt ϕ (oder istModell von ϕ, wir schreibenI |= ϕ), wennI
passend zuϕ ist undJϕKI = 1.

2. ϕ ist erfüllbar, wenn es eineσ-Interpretation gibt, dieϕ erfüllt. Sonst istϕ unerfüllbar.

3. ϕ ist allgemeingültig, wenn jede zuϕ passendeσ-Interpretationϕ erfüllt.

Erfüllbarkeit von Formelmengen

Definition 1.30. SeiΦ ⊆ Lσ eine Menge vonσ-Formeln.

1. Eine InterpretationI ist passendzuΦ, wennI passend zu allenϕ ∈ Φ ist.

2. Eine InterpretationI erfüllt Φ (oder istModell von Φ, wir schreibenI |= Φ), wennI
passend zuΦ ist undI |= ϕ für alleϕ ∈ Φ.

3. Φ ist erfüllbar, wenn es eine Interpretation gibt, dieΦ erfüllt. Sonst istΦ unerfüllbar.

Das Koinzidenzlemma

Definition 1.31. Für i = 1, 2 seiIi = (Ai, βi) eineσi-Interpretation, so dassA1 = A2.

1. I1 undI2 (bzw.A1 undA2) stimmen auf einen Symbols überein, wenns ∈ σ1 ∩ σ2 und
sA1 = sA2.

2. I1 undI2 (bzw.β1 undβ2) stimmen auf einer Variablenx überein, wennx ∈ def(β1) ∩
def(β2) undβ1(x) = β2(x).

Lemma 1.32.Seienσ, σ1, σ2 Symbolmengen mitσ ⊆ σ1 ∩ σ2, und füri = 1, 2 seiIi = (Ai, βi)
eineσi-Interpretation.

1. Seit ∈ Tσ, so dassI1 und I2 auf allen in t vorkommenden Symbolen und Variablen
übereinstimmen. Dann giltJtKI1 = JtKI2 .

2. Seiϕ ∈ Lσ, so dassI1 undI2 auf allen inϕ vorkommenden Symbolen und auf allen freien
Variablen vonϕ übereinstimmen. Dann gilt

I1 |= ϕ ⇐⇒ I2 |= ϕ.
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Notation

• Seiϕ eineσ-Formel mit frei(ϕ) ⊆ {x1, . . . , xn}.

SeiI = (A, β) eineσ-Interpretation und, für1 ≤ i ≤ n, seiai := β(xi). Wir schreiben
auch

A |= ϕ
[

a1

x1

, · · · , an

xn

]
anstattI |= ϕ.

Diese Schreibweise ist zulässig, weil nach dem Koinzidenzlemma für alleσ-Interpretationen
I ′ = (A, β′) mit β′(xi) = ai für 1 ≤ i ≤ n gilt:

I |= ϕ ⇐⇒ I ′ |= ϕ.

• Um die Notation weiter zu vereinfachen, schreiben wir auchϕ(x1, . . . , xn) für σ-Formeln
ϕ mit frei(ϕ) ⊆ {x1, . . . , xn} und dann

A |= ϕ[a1, . . . , an] anstattA |= ϕ
[

a1

x1

, · · · , an

xn

]
.

• Fürσ-Sätzeϕ schließlich schreiben wir einfachA |= ϕ.

• Ähnliche Schreibweisen verwenden wir für Terme:

Seit(x1, . . . , xn) einσ-Term mit var(t) ⊆ {x1, . . . , xn}.

SeiI = (A, β) eineσ-Interpretation und, für1 ≤ i ≤ n seiai := β(xi). Dann schreiben
wir

tA
[

a1

x1

, · · · , an

xn

]
odertA[a1, . . . , an] anstattJtKI .

Bemerkung 1.33.Wegen des Koinzidenzlemmas können wir einerseits immer annehmen, dass
Belegungen „minimal“ sind, d.h., ihr Defininitionsbereich enthält gerade alle freien Variablen
einer Formel oder eines Terms, andererseits können wir aberauch annehmen, dass Belegungen
„maximal“ sind, d.h., ihr Defininitionsbereich enthält alle Variablen.
Beides wird gelegentlich nützlich sein.

Redukte und Expansionen

Definition 1.34. Seienσ, τ Symbolmengen mitτ ⊆ σ.

1. Dasτ -Redukteinerσ-StrukturA ist dieτ -StrukturA|τ mit TrägerA′ = A, die mitA auf
allen Symbolen inτ übereinstimmt.

2. Eineσ-Expansioneinerτ -StrukturB ist eineσ-StrukturA mit A|τ = B.

Beispiel1.35. Das{≤,+, 0}-Redukt

N|{≤,+,0} = (N,≤N ,+N , 0N )

des StandardmodellsN = (N,≤N ,+N ,×N , 0N , 1N ) der Arithmetik bezeichnet man als das
Standardmodell derPresburger Arithmetik.
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Beispiel: Digraphen und Graphen
SymbolmengeσGraph = {E

2
}. SeiG = (G,EG) eineσGraph-Struktur.

1. G ist ein Digraph gdw
G |= ∀x¬Exx.

2. G ist ein Graph gdw
G |= ∀x¬Exx ∧ ∀x∀y(Exy → Eyx).

3. Füra, b ∈ G: Es gibt einen Weg der Länge 3 vona nachb gdw

G |= ∃z1∃z2

(
Exz1 ∧ Ez1z2 ∧ Ez2y

) ab

xy

4. G hatDurchmesser≤ 3, d.h., zwischen je zwei Ecken vonG gibt es einen Weg der Länge
≤ 3, gdw

G |= ∀x∀y
(

∃z1∃z2

(
Exz1 ∧ Ez1z2 ∧ Ez2y

)

∨ ∃z
(
Exz ∧ Ezy

))

Beispiel: Arithmetik
σAr := {≤,+,×, 0, 1}.
Die intuitive Bedeutung der folgenden Formeln bezieht sich auf die festeσAr-StrukturN =
(N,+, ·, 0, 1):

Beispiele1.36. 1. „x teilt y“

ϕdiv(x, y) := ∃z x × z
.
= y.

2. „x− y = z“
ϕ−(x, y, z) := y + z

.
= x

3. „x ≡ y (mod z)“

ϕ≡(x, y, z) := ∃w
(
(x + w

.
= y

︸ ︷︷ ︸

„y − x = w“

∨ y + w
.
= x

︸ ︷︷ ︸

„x − y = w“

)

︸ ︷︷ ︸

„ |x − y| = w“

∧∃v z × v
.
= w

︸ ︷︷ ︸

„z|w“

)

︸ ︷︷ ︸

„z
˛

˛ |x − y|“

4. „x ist Primzahl.“

ϕprim(x) := ¬x
.
= 1 ∧ ∀y

(
∃z y × z

.
= x→ (y

.
= 1 ∨ y

.
= x)

)

5. „Es gibt unendlich viele Primzahlen.“

∀y∃x
(
y ≤ x ∧ ϕprim(x)

)

12



Das Isomorphielemma

Lemma 1.37.Seienϕ einσ-Satz undA,B isomorpheσ-Strukturen. Dann gilt

A |= ϕ ⇐⇒ B |= ϕ.

Eine andere Sichtweise auf Definierbarkeit

Definition 1.38. Für alleσ-StrukturenA und alle Formelnϕ(x1, . . . , xn) ∈ Lσ sei

ϕ(A) :=
{
(a1, . . . , an) ∈ An

∣
∣ A |= ϕ[a1, . . . , an]

}
.

Achtung
Die Relationϕ(A) hängt nicht nur von der Formelϕ ab, sondern auch vom Tupel(x1, . . . , xn) ∈
Varn. Wenn wir also die Notationϕ(A) verwenden, müssen wir immer vorher angeben, auf
welche Variablen sie sich bezieht.

Rekursive Beschreibung von ϕ(A)

Satz 1.39.SeiA eineσ-Struktur undϕ(x1, . . . , xn) ∈ Lσ. Dann gilt

• Falls ϕ = Rt1 . . . tk für einR ∈ σ und Termet1, . . . , tk ∈ Tσ, so

ϕ(A) =
{

(a1, . . . , an) ∈ An
∣
∣
∣ ex.b1, . . . , bk ∈ A :

bi = tAi

[
a1

x1

, · · · , an

xn

]

für 1 ≤ i ≤ k

und(b1, . . . , bk) ∈ RA
}

• Falls ϕ = t1
.
= t2 für Termet1, t2 ∈ Tσ, so

ϕ(A) =
{

(a1, . . . , an) ∈ An
∣
∣
∣ ex.b1, b2 ∈ A :

bi = tAi

[
a1

x1

, · · · , an

xn

]

für 1 ≤ i ≤ 2

undb1 = b2

}

• Fallsϕ(x1, . . . , xn) = ¬ψ(x1, . . . , xn), so

ϕ(A) = An \ ψ(A).
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• Fallsϕ(x1, . . . , xn) = ψ1(xi1 , . . . , xiℓ) ∨ ψ2(xj1 , . . . , xjm
), so

ϕ(A) =
{

(a1, . . . , an) ∈ An
∣
∣
∣ (ai1 , . . . , aiℓ) ∈ ψ1(A)

oder(aj1 , . . . , ajm
) ∈ ψ2(A)

}

.

Entsprechend für∧.

• Fallsϕ(x1, . . . , xn) = ∃xn+1 ψ(x1, . . . , xn+1), so

ϕ(A) =
{

(a1, . . . , an) ∈ An
∣
∣
∣ ex.an+1 ∈ A : (a1, . . . , an+1) ∈ ψ(A)

}

.

Entsprechend für∀.

1.3 Äquivalenz, Normalformen und Folgerungen

Äquivalenz

Definition 1.40. Zwei σ-Formelnϕ undψ sindäquivalent(wir schreibenϕ ≡ ψ), wenn für alle
σ-InterpretationenI für ϕ undψ gilt:

I |= ϕ ⇐⇒ I |= ψ.

Beobachtung 1.41.Für alle σ-Formelnϕ, ψ gilt:

ϕ ≡ ψ ⇐⇒ ϕ↔ ψ ist allgemeingültig

Das Ersetzungslemma (intuitiv)

Lemma 1.42. Seiϕ eineσ-Formel. Ersetzt man inϕ eine Subformelψ durch eine zuψ äquiva-
lenteσ-Formel, so erhält man eine zuϕ äquivalenteσ-Formel.

Substitution

Ziel
„Sinnvolles“ Ersetzen von Variablen durch Terme.

Beispiel1.43. Ersetzen wir in derσAr-Formel∃y y × y
.
= x + x die Variablex durch den

σAr-Term(1 + 1), so erhalten wir die Formel

∃y y × y
.
= (1 + 1) + (1 + 1).
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Achtung
Bei einem „sinnvollen“ Substitutionsbegriff sollte sicherdas Ersetzen einer Variablen durch eine
andere Variable (also ein einfaches Umbenennen einer Variablen) die Bedeutung einer Formel
nicht wesentlich verändern.
Das bedeutet, dass man vorsichtig sein muss, wie folgende Beispiele zeigen:

Beispiele1.44. Seiϕ := ∃y y × y
.
= x + x ∈ LAr.

1. Ersetzt man inϕ die (gebundene) Variabley durchx, so erhält man dieσAr-Formel∃x x ×
x

.
= x + x, die eine völlig andere Bedeutung hat alsϕ.

Deswegen sollte man nur freie Variablen substituieren.

2. Ersetzt man inϕ die (freie) Variablex durchy, so erhält man dieσAr-Formel∃y y × y
.
=

y + y, die wieder eine andere Bedeutung hat alsϕ.

Man muss deswegen aufpassen, dass es keine Konflikte mit gebundenen Variablen gibt.

Der formale Substitutionsbegriff

Definition 1.45. 1. Eineσ-Substitutionist eine AbbildungS : D → Tσ, wobeiD = def(S) ⊆
Var endlich ist.

2. Für eineσ-SubstitutionS seivar(S) die Menge aller Variablen, die in einem Term im Bild
vonS vorkommen, das heißt,

var(S) :=
⋃

x∈def(S)

var(S(x)).

Substitution in Termen

Definition 1.46. SeiS eineσ-Substitution. Induktiv über den Aufbau vont ∈ Tσ definieren wir
den TermtS, der aust durchAnwendender SubstitutionS entsteht:

• Ist t = x für einx ∈ Var, so ist

tS :=

{

S(x) falls x ∈ def(S),

x sonst.

• Ist t = c für ein Konstantensymbolc ∈ σ, so isttS := c.

• Ist t = ft1 . . . tk für eink-stelliges Funktionssymbolf ∈ σ undσ-Termet1, . . . , tk, so ist

tS := f t1S . . . tkS.
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Substitution in Formeln

Definition 1.47. Induktiv über den Aufbau vonϕ ∈ Lσ definieren für alleσ-SubstitutionenS
eine FormelϕS, die ausϕ durchAnwendender SubstitutionS entsteht:

• Istϕ = Rt1 . . . tk für eink-stelliges RelationssymbolR ∈ σ undσ-Termet1, . . . , tk, so ist

ϕS := R t1S . . . tkS.

• Ist ϕ = t1
.
= t2 für σ-Termet1, t2, so ist

ϕS := t1S
.
= t2S.

• Ist ϕ = ¬ψ für eineσ-Formelψ, so istϕS := ¬ ψS.

• Ist ϕ = ψ1 ∨ ψ2 für ψ1, ψ2 ∈ Lσ, so istϕS := ψ1S ∨ ψ2S.

• Entsprechendϕ = ψ1 ∧ ψ2.

• Ist ϕ = ∃x ψ für eine Variablex und eineσ-Formelψ, so istϕS := ∃y ψS ′, wobei






y := x undS ′ := S|def(S)\{x}, fallsx 6∈ var(S),

y die in der Aufzählungv0, v1, v2, . . . von Var
erste Variable,

die nicht in frei(ϕ) ∪ var(S) vorkommt,
undS ′ := S|def(S)\{x} ∪ {(x, y)},
falls x ∈ var(S).

• Ist ϕ = ∀x ψ für eine Variablex und eineσ-Formelψ, so istϕS := ∀y ψS ′, wobeiy und
S ′ wie im Existenzquantorenfall definiert sind.

Notation

• Wir schreibenσ-SubstitutionenS mit def(S) = {x1, . . . , xn} undti = S(xi) für 1 ≤ i ≤ n

auch in der Form (
t1
x1

, . . . , tn
xn

)

.

Insbesondere schreiben wir fürσ-Formelnϕ auch

ϕ
(

t1
x1

, . . . , tn
xn

)

anstatt ϕS.

Stattϕ
(

t
x

)

schreiben wir auchϕ t
x
.

• Für eine Formelϕ(x1, . . . , xn) mit frei(ϕ) ⊆ {x1, . . . , xn} und Termet1, . . . , tn schreiben
wir auch

ϕ(t1, . . . , tn) anstatt ϕ
(

t1
x1

, . . . , tn
xn

)

.

• Entsprechende Schreibweisen verwenden wir für Terme.
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Anwenden von Substitutionen auf Interpretationen

Definition 1.48. Für jedeσ-SubstitutionS undσ-InterpretationI = (A, β) mit var(S) ⊆ def(β)
sei

IS := (A, βS),

wobeiβS : def(β) ∪ def(S) → A definiert ist durch

βS(x) :=

{

JS(x)KI falls x ∈ def(S),

β(x) sonst.

Das Substitutionslemma

Lemma 1.49. SeienS eineσ-Substitution undI = (A, β) eineσ-Interpretation mitvar(S) ⊆
def(β).

1. Für alleσ-Termet mit var(t) ⊆ def(β) ∪ def(S) gilt:

JtSKI = JtKIS
.

2. Für alleσ-Formelnϕ mit frei(ϕ) ⊆ def(β) ∪ def(S) gilt:

I |= ϕS ⇐⇒ IS |= ϕ.

Der Beweis wird durch Induktion über den Aufbau der Terme und Formeln geführt, siehe [EFT] S.58–
60.

Korollar 1.50. SeiS eineσ-Substitution.
Dann gilt für alleσ-Formelnϕ, ψ:

ϕ ≡ ψ =⇒ ϕS ≡ ψS.

Aussagenlogische Äquivalenzen

Definition 1.51. Für eine aussagenlogische Formelα, aussagenlogische VariablenX1, . . . , Xn

undσ-Formelnϕ1, . . . , ϕn ∈ Lσ sei

α
(

ϕ1

X1

, . . . , ϕn

Xn

)

dieσ-Formel, die ausα entsteht, indem man, für1 ≤ i ≤ n, jede SubformelXi durchϕi ersetzt.

Lemma 1.52.Seienα1, α2 aussagenlogische Formeln mitvar(αi) ⊆ {X1, . . . , Xn} undϕ1, . . . , ϕn ∈
Lσ σ-Formeln.
Dann gilt

α1 ≡ α2 =⇒ α1

(
ϕ1

X1

, . . . , ϕn

Xn

)

≡ α2

(
ϕ1

X1

, . . . , ϕn

Xn

)
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Äquivalenzen mit Quantoren

Lemma 1.53.Seienϕ, ψ ∈ Lσ undx ∈ Var. Dann gelten folgende Äquivalenzen:

1.
¬∃x ϕ ≡ ∀x ¬ϕ, ¬∀x ϕ ≡ ∃x ¬ϕ.

2. Fallsx 6∈ frei(ϕ):

ϕ ∨ ∃x ψ ≡ ∃x (ϕ ∨ ψ), ϕ ∧ ∀x ψ ≡ ∀x (ϕ ∧ ψ),
ϕ ∧ ∃x ψ ≡ ∃x (ϕ ∧ ψ), ϕ ∨ ∀x ψ ≡ ∀x (ϕ ∨ ψ).

Umbenennen gebundener Variablen

Lemma 1.54. Seienϕ eineσ-Formel undx, y Variablen, so dassy nicht frei in ϕ vorkommt.
Dann gilt

∃x ϕ ≡ ∃y ϕ
(

y

x

)

, ∀x ϕ ≡ ∀y ϕ
(

y

x

)

Adäquatheit

Definition 1.55. Seiτ ⊆ {∃,∀,¬,∧,∨,→,↔,⊤,⊥}.

1. Lσ(τ) ist die Menge allerσ-Formeln, die nur aus Variablen, Klammern, dem Gleichheits-
symbol

.
=, den Symbolen inσ, und den Junktoren und Quantoren inτ aufgebaut sind.

2. τ ist adäquat fürLσ, wenn jedeσ-Formel äquivalent zu einerσ-Formel inLσ(τ) ist.

Satz 1.56.Seiτ ⊆ {¬,∧,∨,→,↔,⊤,⊥} eine aussagenlogisch adäquate Menge von Junktoren.
Dann sindτ ∪ {∃} undτ ∪ {∀} adäquat fürLσ.

Korollar 1.57. Die Menge{∃,¬,∧} ist adäquat.

Quantorenrang

Definition 1.58. Die Funktionqr : Lσ → N sei rekursiv wie folgt definiert:

• Für atomareϕ ist qr(ϕ) := 0.

• Ist ϕ = ¬ψ, so istqr(ϕ) := qr(ψ).

• Ist ϕ = ψ1 ∨ ψ2 oderϕ = ψ1 ∧ ψ2, so istqr(ϕ) := max{qr(ψ1),qr(ψ2).

• Ist ϕ = ∃x ψ oderϕ = ∀x ψ, so istqr(ϕ) := qr(ψ) + 1.

Wir bezeichnen qr(ϕ) als denQuantorenrangvonϕ.
Eineσ-Formelϕ mit qr(ϕ) = 0 nennen wirquantorenfrei.
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Pränexe Normalform

Definition 1.59. Eineσ-Formel ist inpränexer Normalform, wenn sie die Form

Q1x1 . . . Qnxn ϕ

hat, wobeiQ1, . . . , Qn ∈ {∃,∀}, x1, . . . , xn ∈ Var undϕ quantorenfrei.

Satz 1.60.Jedeσ-Formel ist äquivalent zu einerσ-Formel in pränexer Normalform.

Die Folgerungsbeziehung

Definition 1.61. SeienΦ ⊆ Lσ undψ ∈ Lσ. Dannfolgt ψ ausΦ (wir schreiben:Φ |= ψ), wenn
für jede zuΦ undψ passendeσ-InterpretationI gilt:

I |= Φ =⇒ I |= ψ.

Notation
Statt∅ |= ϕ schreiben wir|= ϕ.

Lemma 1.62. 1. Für alleΦ ⊆ Lσ undψ ∈ Lσ gilt:

Φ |= ψ ⇐⇒ Φ ∪ {¬ψ} ist unerfüllbar.

2. Für alleϕ ∈ Lσ gilt:
|= ϕ ⇐⇒ ϕ ist allgemeingültig.

Beispiel

„Alle Menschen sind sterblich. Sokrates ist ein Mensch. Also ist Sokrates sterblich.“

Formalisierung des Arguments in der Logik der ersten Stufe:

• Symbolmenge
σSokrates:=

{
M
1
, S

1
, s

}
.

• Aus∀x(Mx→ Sx) undMs folgt Ss.

Lemma 1.63.Seienϕ, ψ ∈ Lσ undt ∈ Tσ.
Dann gilt: {

∀x(ϕ→ ψ), ϕ
(

t
x

) }

|= ψ
(

t
x

)

Also ist das Argument„Wenn alle Menschen sterblich sind, und wenn Sokrates ein Mensch ist,
dann ist Sokrates sterblich“korrekt.

25. Oktober 2007 19



1.4 Beweisbarkeit

Kalküle

Definition 1.64. SeiA eine beliebige Menge.

1. EineAbleitungsregelüberA hat die Gestalt

a1 · · · an

b
,

wobein ∈ N, a1, . . . , an, b ∈ A.

Wir bezeichnena1, . . . , an als dieVoraussetzungender Regel undb als dieKonsequenz.

Ableitungsregeln ohne Voraussetzungen (also mitn = 0) bezeichnen wir alsAxiome.

2. EinKalkül überA ist eine Menge von Ableitungsregeln überA.

Ableitbare Elemente

Definition 1.65. SeiK ein Kalkül über einer MengeA.

1. Die MengeB ⊆ A aller in K ableitbaren Elementeist rekursiv wie folgt definiert:

(i) Für alle Axiome
b

in K ist b ∈ B.

(ii) Für alle Ableitungsregeln
a1, . . . , an

b
in K gilt:

Wenna1, . . . , an ∈ B, dannb ∈ B.

B ist also die bezüglich Mengeninklusion kleinste Menge, diedie Abschlusseigenschaften
(i) und (ii) hat.

2. SeiV ⊆ A eine Menge vonVoraussetzungen. Die MengeB ⊆ A aller ausV in K ableit-
baren Elementeist die bezüglich Mengeninklusion kleinste Menge, dieV enthält und die
Abschlusseigenschaften (i) und (ii) hat.

Bemerkung 1.66.Kalküle sind also nichts anderes als rekursive Definitionen.

Ableitungen

Definition 1.67. SeiK ein Kalkül über einer MengeA, und seienV ⊆ A, a ∈ A.

1. EineAbleitung vona ausV in K ist eine endliche Folge(a1, . . . , aℓ) ∈ Aℓ, für ein ℓ ≥ 1,
so dassaℓ = a und für1 ≤ i ≤ ℓ:

• ai ∈ V oder
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• A enthält eine Ableitungsregelb1···bn

c
, so dassb1, . . . , bn ∈ {a1, . . . , ai−1} undc = ai.

2. EineAbleitung vona in K ist eineAbleitung vona aus∅ in K.

Lemma 1.68.SeiK ein Kalkül über einer MengeA, und seienV ⊆ A, a ∈ A.
Dann ista genau dann (ausV ) in K ableitbar, wenn es eine Ableitung vona (ausV ) in K gibt.

Ein Beweiskalkül für die Logik der ersten Stufe
Im folgenden seiσ eine feste Symbolmenge.
Der KalkülH überLσ besteht aus folgenden Axiomen und Ableitungsregeln:

Axiome

• Aussagenlogische Tautologien:

α
(

ϕ1

X1

, . . . , ϕn

Xn

)

für alle allgemeingültigen aussagenlogischen Formelnα ∈ AL mit var(α) = {X1, . . . , Xn}
und alleϕ1, . . . , ϕn ∈ Lσ.

• Quantorenaxiome:

∃xϕ↔ ¬∀x¬ϕ

für alleϕ ∈ Lσ undx ∈ Var,

∀x(ϕ→ ψ) → (ϕ→ ∀xψ)

für alleϕ, ψ ∈ Lσ undx ∈ Var \ frei(ϕ),

∀xϕ→ ϕ
(

t
x

)

für alleϕ ∈ Lσ, t ∈ Tσ undx ∈ Var.

• Gleichheitsaxiome:

t
.
= t

für alle t ∈ Tσ,

t
.
= u→ u

.
= t

für alle t, u ∈ Tσ,

t
.
= u ∧ u

.
= v → t

.
= v

für alle t, u, v ∈ Tσ,

t
.
= u→

(

ϕ
(

t
x

)
→ ϕ

(
u
x

))

für alleϕ ∈ Lσ, x ∈ Var undt, u ∈ Tσ.
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Ableitungsregeln:

• Modus Ponens:
ϕ ϕ→ ψ

ψ

für alleϕ, ψ ∈ Lσ.

• Generalisierung:
ϕ

∀xϕ

für alleϕ ∈ Lσ undx ∈ Var.

Beweisbarkeit und Widerspruchsfreiheit

Definition 1.69. SeienΦ ⊆ Lσ undψ ∈ Lσ.

1. ψ ist beweisbarausΦ (im Kalkül H) (wir schreiben:Φ ⊢H ψ), wenn ein Ableitung vonψ
ausΦ in H existiert.

2. Φ ist widerspruchsvoll(bezgl.H), wenn es eine Formelψ ∈ Lσ gibt, so dassΦ ⊢H ψ und
Φ ⊢H ¬ψ. Sonst istΦ widerspruchsfrei(bezgl.H).

Der Vollständigkeitssatz für H

Satz 1.70. 1. SeiΦ ⊆ Sσ. Dann gilt

Φ widerspruchsfrei⇐⇒ Φ erfüllbar.

2. SeienΦ ⊆ Sσ undψ ∈ Sσ. Dann gilt

Φ ⊢H ψ ⇐⇒ Φ |= ψ.

Literaturhinweise
Die Grundbegriffe der Logik der ersten Stufe finden sich etwain [Ebbinghaus et al., 1996],
Kap. I–III.

Lehrbücher

[Ebbinghaus et al., 1996]H.-D. Ebbinghaus, J. Flum, und W. Thomas.Einführung in die mathe-
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