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Theorem E

Behauptung
Die Relation ¥’ = zist 1. J

Beweis:
Idee: Konstruktion einer Bildungssequenz

$={(0.1),(1.9),2.2).....(»2)}
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Lemma K

Behauptung
Es gibt eine Xo-Relation K(y,z,w) mit den folgenden Eigenschaften:
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Lemma K

Behauptung
Es gibt eine Xo-Relation K(y,z,w) mit den folgenden Eigenschaften:
o Sei S eine endliche Sequenz geordneter Paare natirlicher
Zahlen (a,,b,),(az,b,),...,(a,b,), dann existiert ein w, so
dass fur alle y,z mit K(y,z,w) gdw. (y,z) € S gilt
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Lemma K

Behauptung
Es gibt eine Xo-Relation K(y,z,w) mit den folgenden Eigenschaften:
o Sei S eine endliche Sequenz geordneter Paare natirlicher
Zahlen (a,,b,),(az,b,),...,(a,b,), dann existiert ein w, so
dass fur alle y,z mit K(y,z,w) gdw. (y,z) € S gilt

o Wenn K(y,z,w) gilt, dann gilt fir jede Zahl y, z und w:
y<wundz<w
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Lemma K- Rahmen

Definition - Rahmen

Ein Rahmen ist eine Zahl der Form 212 und t ist eine Folge von
Einsen.

Definition - 1(x)

Wenn 1(x) gilt, dann besteht x ausschlieBlich aus Einsen.
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Lemma K- Rahmen

Definition - Rahmen

Ein Rahmen ist eine Zahl der Form 212 und t ist eine Folge von
Einsen. )

Definition - 1(x)
Wenn 1(x) gilt, dann besteht x ausschlieBlich aus Einsen.

Anmerkung:
1(x) € Xo:

1(x) = x#0A (Vy <x) (yPx D 1Py)
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Die Sequenznummer

Definition
Seien
S - endliche Sequenz geordneter Paare von Zahlen
(ar,b1),-..,(an,by)
und
f - Rahmen, der um mindestens 1 langer ist als der langste
Rahmenin S

Dann sieht eine Sequenznummer von S, wie folgt, aus:

Jfaifboff ... ffanfbuff
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Der maximale Rahmen

Definition

Wenn x der langste Rahmen in w ist, dann nennt man x einen
maximalen Rahmen von w.

Die dazugehdrige Relation x mf w ist in o:

xmfw — xPw A (Fz<w) (1(1) ANx=2z2

A ~EFy<w)(1(y) A 51y§PW)>
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Lemma K

Beweis
K(y,z,w) = (3f <w) (fmtw A ffyfzffPw A fPy A fP2)
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Lemma K

Beweis
K(nzw) = Bf <w) (Fmiw A ffyfeffPw A [Py A [P2)

Punkt 1 von Lemma K
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Lemma K

Beweis
K(y,z,w) = (3f <w) (fmiw A ffyfzffPw A fPy A fP2)

Punkt 2 von Lemma K
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Lemma K

Beweis
K(y,z,w) = (3f <w) (fmtw A ffyfzffPw A fPy A fP2)

e

=7 K(y7Z7W) € z0
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Theorem E - Beweis 1

Beweis
x¥ = z wird nun beschrieben durch:

Iw (K(y,z,w) A (Ya<w) (Vb <w) (K(a,b,w) D ((a=0Ab=T)

V (3c<a)(3d <b) (K(e,d,w) Aa=c+T A b:d-x))))

Der Beweis von Theorem E 22.Juni 2007 8



Humboldt Universitat zu Berlin Institut fir Informatik

Theorem E - Beweis 1

Beweis
x¥ = z wird nun beschrieben durch:

Iw (K(y,z,w) A (Ya<w) (Vb <w) (K(a,b,w) D ((a=0Ab=T)

V (3c<a)(3d <b) (K(e,d,w) Aa=c+T A b:d-x))))
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Theorem E - Beweis 1

Beweis
x¥ = z wird nun beschrieben durch:

Iw (K(y,z,w) A (Ya<w) (Vb <w) (K(a,b,w) D ((a=0Ab=T)

V(3¢ <a) (3d < b) (K(c,d,w) A a=c+T A b:d.x))))
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Theorem E - Beweis 1

Beweis
x¥ = z wird nun beschrieben durch:

Iw (K(y,z,w) A (Ya<w) (Vb <w) (K(a,b,w) D ((a=0Ab=T)

V (3c<a)(3d <b) (K(e,d,w) Aa=c+T A b:d-x))))

Damit ist ¥’ = z eine ¥4-Relation.
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Die Beta - Funktion

Definition

Eine Beta - Funktion ist eine Funktion (w,y), wenn fir jede endliche
Sequenz von Zahlen (a,,a,,...,a,) €in w existiert, so dass

B(w,0) =ag,...,B(wn)=a,
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Die Beta - Funktion

Definition

Institut fir Informatik

Eine Beta - Funktion ist eine Funktion (w,y), wenn fir jede endliche

Sequenz von Zahlen (a,,a,,...,a,) €in w existiert, so dass
B(w,0) =ag,...,B(wn)=a,

Anmerkung

f(x1,%2,...,x,) ist eine Xo-Funktion, wenn f(x,,x,,...,x,) =y eine

Y o-Relation ist.

Der Beweis von Theorem E
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Theorem B

Behauptung
Es gibt eine X o-Beta-Funktion.

Beweis

Sei B(w,y) das kleinste z, so dass K(y,z,w) gilt, wenn ein solches z
existiert. Andernfalls sei B(w,y) = 0.

Damit kann man zeigen, dass f(w,y) = z eine Ly-Relation ist:

<K(y,z,w) A (Va < z) NK(y,a,w)) v <~(E|a <w)K(y,a,w) A z:0>

v
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Theorem B

Behauptung
Es gibt eine X o-Beta-Funktion.

Beweis

Sei B(w,y) das kleinste z, so dass K(y,z,w) gilt, wenn ein solches z
existiert. Andernfalls sei 3(w,y) = 0.

Damit kann man zeigen, dass f(w,y) = z eine Ly-Relation ist:

<K(y,z,w) A (Va < z) NK(y,a,w)) v (N(Ha <w)K(y,a,w) A z:O)

v
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Theorem E - Beweis 2

Beweis - Teil 1

Sei S; eine endliche Sequenz (1,x,x%,...,%").

Mit Hilfe der Beta-Funktion kann x’ = z nun folgendermafen
dargestellt werden:

3w (B(10) =1 A B(wy) =7
A(Vn<y) (Bw,n+1)= ﬁ(w,n)-x))
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Theorem E - Beweis 2

Beweis - Teil 1

Sei S; eine endliche Sequenz (1,x,x%,...,%").

Mit Hilfe der Beta-Funktion kann x’ = z nun folgendermafen
dargestellt werden:

EIw(ﬁ(w,O):1 A B(w,y) =z
A (Vn<y) (ﬁ(w,n+1):ﬁ(w,n)~x))
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Theorem E - Beweis 2

Beweis - Teil 2
Anmerkung:

B(w,n+1) = B(w,n)-xist Xy:
(Fm, <w) (Im, <w) (Imy < w) <m1 =n+1

A B(w,my) =my A B(w,n) =my A my=my -x)
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Theorem E - Beweis 2

Beweis - Teil 2
Anmerkung:

B(w,n+1) = B(w,n)-xist Xy:
(Fm, <w) (Im, <w) (Imy < w) <m1 =n+1
A B(w,my) =my, A B(w,n) =mg A m, :mg-x)

Damit ist ¥’ = z eine X 4-Relation.
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Korollare - Teil 1

Korollar 1
Fir jede arithmetische Menge A gilt, A* ist arithmetisch.
Wenn Ain ¥ ist, so auch A*.

Beweis (kurz)
o Verwendung von d(y) = z wegen A*
o d(y) enthalt E

E ist arithmetisch und € >
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Korollare - Teil 2

Korollar 2 - Tarski’s Theorem flr L4

Die Menge T4 der Gdédelnummern der wahren arithmetischen Sétze
ist nicht arithmetisch.

indirekter Beweis

Annahme: T, arithmetisch

T, arithmetisch = T, arithmetisch "' ﬁ arithmetisch

= H[h] wahr <= H[h] nicht wahr

Widerspruch!
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Korollare - Teil 3

Korollar 3

Pz und Rg sind X, Eé ist arithmetisch.

Beweis
Schon gezeigt: Pe und Rg sind &

&' pt und R sind auch ¥

Pe € ¥ = Pg arithmetisch = 7375 arithmetisch Kég Igi arithmetisch
O

4
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