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Fahrplan

1. Einfiihrung des Axiomensystems , Peano Arithmetik"“(P.A.)
> Ziel: Unvollstéandigkeit von P.A. zeigen

> st PNE arithmetisch ?
= Unvollstandigkeit leitet sich aus P.E. ab, falls x¥ =z € P.A.

2. Definition der Formelmengen und Relationen ¥, %; und &

3. Verkettung zur Basis einer Primzahl



Peano Arithmetik

Definition
» Sei das Axiomensystem P.A. (Peano Arithmetik) das
Axiomensystem P.E. ohne die Axiome

Nio (VlEE)
Nip (V1E\/2) = ((V1EV2) : Vl)

» Ein Term (Formel) ohne Exponentialfunktion E wird
arithmetisch genannt.

» Eine arithmetische Relation (Menge) ist ausdriickbar durch
eine arithmetische Formel.



atomare > y-Formeln

Definition
Sei ¢1, ¢ oder c3 eine natiirliche Zahl oder eine Variable.
Eine atomare ¥ g-Formel ist eine Formel der Art:



atomare > y-Formeln

Definition
Sei ¢1, ¢ oder c3 eine natiirliche Zahl oder eine Variable.
Eine atomare ¥ g-Formel ist eine Formel der Art:

> c1to=c



atomare > y-Formeln

Definition
Sei ¢1, ¢ oder c3 eine natiirliche Zahl oder eine Variable.
Eine atomare ¥ g-Formel ist eine Formel der Art:

> c1to=c

> Cl-C=0C3



atomare > y-Formeln

Definition
Sei ¢1, ¢ oder c3 eine natiirliche Zahl oder eine Variable.
Eine atomare ¥ g-Formel ist eine Formel der Art:

> c1to=c

> Cl-C=0C3

’C]_:CQ



atomare > y-Formeln

Definition
Sei ¢1, ¢ oder c3 eine natiirliche Zahl oder eine Variable.
Eine atomare ¥ g-Formel ist eine Formel der Art:

> c1to=c
> Cl-C=0C3
> =0
>

a<o
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Klasse der > o-Formeln

Definition
Die Klasse der ¥o-Formeln ist wie folgt Induktiv definiert:
1. Jede atomare X g-Formel ist in g

2. Falls F,G € Xgdann ~ F € Ygund F D G € Ly (und damit
auch FAG,FV G,F =G € X)
3. F'Lirjedes FeXxg gllt VV,'(V,‘ <cD F) €Yo
mit
» v; - Variable
» c ist eine natiirliche Zahl oder eine Variable verschieden von v;
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> o—Formeln - niitzliche Abkiirzungen

> VV,'(V; <cD F) — (VV,' < C)F

» Damit gilt nach (3): (Vv; < c)FeXoe FeXy
> ~ (Vv <c)~F— (3vi <c)F

» Behauptung: (3v; <c)FeXoe Fe Xy

» Beweis:
— FeXx

— ~FeY,

— (VV{SC)NFGZO
B (W< ~FeT,
— (HViSC)FGZO

» Die Quantoren (Jv; < ¢) und (Vv; < c) werden auch
beschrinkte Quantoren genannt.



Entscheidbarkeit von ¥ (-Satzen

Behauptung
Jeder Yo — Satz ist entscheidbar

Beweis.

> jede atomare 2 p-Formel ist entscheidbar

» Seien X und Y entscheidbare ¥ (-Satze, so sind auch ~ X
und X DO Y entscheidbar
> (Yvi < ¢)F(v;) ist entscheidbar, da fiir jedes mogliche v; = k

mit k € {n|n € N A n < c} effektiv auf wahr oder falsch
getestet werden kann.

» gleiches gilt auch fiir (3v; < ¢)F(v;)



> 1 Relationen

Definition
Eine ¥; Relation ist eine Formel der Art Jvpi1F(va, ..., Va, Vat1),
mit F(vi,..., Vn, Vot1) € Xo.
» Sei R(x1,...,xp) € X1 und S(x1,...,X,,¥) € Lo, dann gilt
fiir gleiche xq,...,xp :
R(x1,...,%n) < JyS(x1, -, Xn, ¥)
Bemerkung

Eine X1-Formel beginnt mit einem unbeschrinkten
Existenzquantor. Die restlichen Quantoren sind beschrankt.




> -Formeln

Definition
Die Menge der X-Formeln ist induktiv definiert durch:
1. Jede ¥ p-Formel ist eine X-Formel

2. Wenn F € ¥ dann gilt fiir jede Variable v; : dv;F € &
3. Wenn F € ¥, dann gilt fiir jede Variable v;, vj(v; # v;) und
fiir jede Zahl n:
» Avi<vy)FekX
> (VV,' < VJ)F cxr
» Qv <mFeX
> (VV,' < ﬁ)F €ex
4. Wenn F,G € X dannauch FAG,FVGeXL

5. Wenn FeXgund GEeX dannist FO GeX

Bemerkung

Eine Relation (Menge) ist in X, wenn sie durch X-Formeln
ausdriickbar ist.



niitzliche X o-Relationen

l. x<yelp

Beweis.

P x<ye—ox<yAx#y

2. fir jedes R(x,y, z1,...,2,) € ¥ gilt:
(VX < y)R(X7y7217"'7zn) € Z0
Beweis.

> (Vx<y)R(X7y7217"'vZn)
H(VXSy)(X#yD R(X7y,21,---,2n))



Verkettung zur Basis einer Primzahl



Fahrplan

» Ziel: Zeigen der Unvollstandigkeit von P.A.

» Idee: Lasst sich der Unvollstdndigkeitsbeweis von P.E. nach
P.A. iibertragen 7

» Ist der Beweis fiir P € P.E. auch arithmetisch ?

< xBpy, xEpy,xPpy € P.A.
& xxpy=z€PA.
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Bemerkung

> Fiir jede Basis > 2 ist die Verkettungsfunktion x xp y = z
Arithmetisch

» Die Exponentialfunktion E wurde in der Definition der
Funktion Powy(v1) := Jva(vi(b E v2)) bendtigt.
= Erinnerung:
» x-bPW) 4y = 7 3737 (b%Y) = 21 Ax-2y = Az +y = 2)
» b =y (x=0Ay =b)V(x#0ASs(x,y))
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Verkettung zur Basis einer Primzahl

Bemerkung

> Fiir jede Basis > 2 ist die Verkettungsfunktion x xp y = z
Arithmetisch

» Die Exponentialfunktion E wurde in der Definition der
Funktion Powp(v1) := 3va(vi(b E v»)) bendtigt.
= Erinnerung:
» x-bPW) 4y = 7 3737 (b%Y) = 21 Ax-2y = Az +y = 2)
» b =y (x=0Ay =b)V(x#0ASs(x,y))
> s(x,y) = Powp(y) A x < y AVz((Powp(z) Ax < z) Dy < z)
» Der restliche Teil der Definition von x %, y = z ist bereits
arithmetisch.



Verkettung zur Basis einer Primzahl

Behauptung

Fiir jede Primzahl p kann Pow,(x) ohne Benutzung der
Exponentialfunktion definiert werden. Damit ist fiir jede Primzahl
die Funktion x %, y = z arithmetisch (sogar X)



Verkettung zur Basis einer Primzahl

Lemma 1
Fiir jede Primzahl sind folgende Ausdriicke in ¥:

1. x divy «(x teilt y)
2. Powp(x) < (x ist eine Potenz von p)
3. y= peP (x) < (y ist der kleinste positive Exponent von p groBer

als x)

Beweis.
1. xdivy < (Fz<y)(x-z=1y)
2. Powp(x) <« (Vz < x)((z divx Az # 1) D pdiv z)

3.y = p) o (Powp(y) Ay > x Ay > 1)A
(Vz <y)~ (Powp(z) Nz >xNz>1)



Verkettung zur Basis einer Primzahl

Satz A
Fiir jede Primzahl p gilt: xx, y =z € X9

Beweis.
xkpy =2z < x-pP0)4y=7

— (Gwm <z2)3Ewa < z)(wy = pZP(Y) AWws =Xx-w A
wy +y =2z)

Nach vorherigem Lemma gilt wy = p*®) € ¥, O
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Verkettung zur Basis einer Primzahl

Satz B
Fiir jede Primzahl p sind die folgenden Relationen in ¥g:
1. xBpy, xEpy, xPpy
(y beginnt mit x, y endet mit x, x ist Teil von y)
2. Fiir jedes n > 2, die Relation x1 *p ... %p X, = y
(y ist die Verkettung von xi,...,xp)

3. Fiir jedes n > 2, die Relation x1 *p ... *p XpPpy
( x1,...,x, ist Teil von y)



Verkettung zur Basis einer Primzahl

Beweis.
1. Die Relationen xB,y, xEpy, xPpy lassen sich schreiben als..
xBpy — x=yAN(x#O0A(Fz <y) 3w < y)(Powp(w) A
(x-w)#pz=y))
XEpy = x=yV(@z<y)(zxpx=y)
xPpoy — (3z < y)(zEpy N xBpz)
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Verkettung zur Basis einer Primzahl

Beweis.

1. Die Relationen xB,y, xEpy, xPpy lassen sich schreiben als..
xBpy — x=yAN(x#O0A(Fz <y) 3w < y)(Powp(w) A
(x-w)xpz=y))
XEpy — x=yV(@z<y)(zHpx=y)
xPpoy — (3z < y)(zEpy N xBpz)

2. Beweis liber Induktion von n > 2

» Nach Satz A gilt: x*, y =z € X
> Induktionsannahme: xq *, ... %, X, = y € Xo.

> Induktionsschritt: xi %, ... %p Xp *p Xp11 = y 3Bt sich schreiben
als: (z < y)(x1%p ... %pXn =Z AN Z%pXpp1 =) € Lo

3. X1 %p ... #p XnPpy — (Fz < y)(x1 %p ... %p =z N zPpy) € Xg

O
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Zusammenfassung

Relationen in X,
1. Powp(x) € X (Lemma 1)
2. x*%py =2z € Xy (Satz A)
3. xBpy, xEpy,xPp € Lo (Satz B)
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Zusammenfassung

Relationen in X,

AR

Pow,(x) € g (Lemma 1)

Xx*py =2z € Xy (Satz A)

xBpy, xEpy, xPp € Lo (Satz B)

Fiir jedes n > 2 ist xy *p ... %, X, = y € X (Satz B)
Fiir jedes n > 2 ist x1 *p ... %, XnPpy € Lo (Satz B)
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SchluBfolgerungen

Fir p= 13
Folgende Bedingungen aus P.E. sind dann arithmetisch:
> Seq(y),x € y und x=<_,y
> Sb(x), Var(x), Num(x), Ri(x,y,z),..., Pe(x), Re(X)

Beweis.

> Powiz(x),x*py =2z € X

» Die Exponentialfunktion E wird in anderen Definitionen nicht
verwendet

» Insbesondere gilt Pe und Rg € X, da der ungebundene
Allquantor nicht verwendet wird.



SchluBfolgerungen

» Pg und Pg ist arithmetisch

~

> fiir einen Godelsatz von Pg muB gezeigt werden, dass Pg
arithmetisch.

» Diagonalisierungsfunktion:
dx)=r(x,x) =z < Iw(w =13"ANz = k*w*8x x x3))

= zu Zeigen: 13X = y ist arithmetisch

» der existenzielle Beweis existiert bereits..(es gibt eine Zahl)
» es wird jedoch ein konstruktiver Beweis bendtigt (wie gross ist
die Zahl?)

Theorem

x=z€¥;
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