3. Vortrag: Arithmetische Relationen und Godelisierung

1. Arithmetische und arithmetische Mengen und Relationen
2. Verkettung von Zahlen
3. Godelisierung



Arithmetische und arithmetische Mengen und
Relationen



Arithmetische und arithmetische Mengen und Relationen

Definition
M C N" von F(v1, ..., v,) definiert, wenn
(ki,...,kn) € M < F(kq, ..., k) ist wahr.

R(x1, ..., xa) von F(v1, ..., v,) definiert, wenn
R(ky, ..., kn) erfiillt < F(kq, ..., kn) ist wahr
Beispiel

2N wird durch 3vp(v; = 0" - vp) dargestellt.



Arithmetische und arithmetische Mengen und Relationen

Definition: Arithmetisch, arithmetisch

Relation R heiBt Arithmetisch (mit einem groBen A), wenn
dF € Lg : F definiert R

Relation R heiBt arithmetisch (mit einem kleinen a), wenn
dF € Lg : F definiert R und E ist nicht in F enthalten.

Bemerkung
Spater wird gezeigt:
Arithmetisch < arithmetisch.



Arithmetische und arithmetische Mengen und Relationen

Definition: Arithmetische bzw. arithmetische Funktionen
f : N” — N Arithmetisch, wenn f(xi, ..., x,) = y Arithmetisch
f : N" — N arithmetisch, wenn f(xi,...,x,) = y arithmetisch

Beispiel
f(x) = x% + 3 ist arithmetisch, weil:
vi - v1 + 0" = v, arithmetisch und x - x + 3 = y beschreibt



Verkettung



Verkettung

Definition: Verkettung *; zur Basis b

Seien x,y € N im Zahlensystem mit der Basis b gegeben.
= x *p, y ist x gefolgt von y in der b-adische Darstellung

Beispiel

bl x| vy | xwy
10 | 9876 | 54321 | 987654321
10 1 0 10
10 0 1 1

2 1 0 10




Definition: /(n)
lp(n) =Lénge von n

to(n) = 1 ,wenn n =10
b\ = min{k € N|b¥ > n} , wenn n >0



Verkettung

Satz: x *p y = z ist Arithmetisch

Sei2< beN.
= Die Relation x xp y = z ist Arithmetisch.

Beweis
1. Powp(x) := x ist eine Potenz von b.
= Pow;, Arithmetisch, weil 3v,(v; = (PEvy)) Arithmetisch

2. s(x,y) := y ist die kleinste Potenz von b, mit y > x.
s(x, y) Arithmetisch, wegen
Powp(y) A x <y AVz((Powp(z) Ax <z) Dy <z



Verkettung

3. Sei x > 0. = b = y & s(x,y)
Sei x = 0. = b0 = pl = p.
= b0 =y & (x =0Ay =b) V (x #0As(x,y))

X *p y = z entspricht x - b») 4+ y = 7, gegeben durch
3BV = Ax-z1=2Nz+y = 2)
= X *%p ¥y = z Arithmetisch.



Verkettung

Bemerkung: Assoziativitat

Wy, 2 €N,y £ 0 (x 55 y) k52 = X 5 (¥ #5 2).

Beispiel fiir y = 0:

1*10 (0*10 1): 1*101 =11 75 101 = 10*101 = (1 *100)*10 1.



Verkettung

Korollar
Vb, n > 2: X1 %p Xp *p ... ¥p Xp = y ist Arithmetisch.

Beweis
Beweis durch vollstiandige Induktion liber n > 2.

1. Induktionsanfang: n =2

Dies ist gerade die Aussage des vorhergehenden Satzes.

2. Induktionsvoraussetzung:
Fiir n > 2 sei xy *p Xp *p ... ¥p X5 = y Arithmetisch.
3. Induktionsschritt: n — n+1
X1 %p X2 *kp ... kp Xp kp Xpy1 = Y ISt erfiilllt &
Iz(x1 *p X2 *p ... kp Xnp = Z A\ Z *p Xpy1 = y) ist wahr
=> X1 *kp X2 ¥p ... ¥p Xp *p Xpr-1 = y Arithmetisch



Godelisierung



Godelisierung

Ziel:
Séatze sollen Aussagen iiber sich selbst machen kdnnen.

Problem:
S&tze aus L machen nur Aussagen iiber natiirliche Zahlen.

Losung:
Godelisierung, d.h. Darstellung von Satzen durch ihre
Godelnummer



Godelisierung

Definition: Godelnummer

1. Ersetzung von Symbolen durch Ziffern (mit 7,e und ¢ statt
10,11 und 12)

Symbol [0 " () f + v ~
Ziffer |1 0 2 3 4 5 6 7

OV = < f
8 9 n ¢ ¢
2. Ersetzen der Symbole einer Formel

= Erzeugen einer Ziffernfolge
= Godelnummer der Formel (Basis 13)



Godelisierung

Beispiel

Godelnummer von x = 2
Formel aus Lg: v = 0",
Ersetzung der Symbole

/ !/

00

Formel ‘ v =0
1

Ziffern ‘ 6 5 n

= Godelnummer ist
651710013 =6-13° +5-13*+10-13% +1-1324+0-13%° + 0 - 13° = 2392702y.



Bemerkung

1. Darstellung von n € N durch 137

2. Hintereinanderschreiben von Ausdriicken
= Verkettung der Gédelnummern

3. Verkettung der Nummern ist Arithmetisch
= Verkniipfung der Ausdriicke durch Arithmetische Formeln
darstellbar



