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Ziel

Definition einer Formalen Sprache, die bestimmte
Kriterien erfiillt, sodass man ,leicht” nachpriifen kann,
ob eine gegebene Sprache unvollstandig ist
(hinreichendes Kriterium).
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Sprachdefinition

Eine Spache L, bestehend aus
€ (Ausdriicke)

S C €& (Satze)

P C € (Beweisbar)

R C € (Widerlegbar)

H (Pradikate)

Eine Abbildung ®, die jedem Ausdruck E € € und
jeder natiirliche Zahl n einen Ausdruck E(n) zuweist.

» T (Wahre Sitze in L)

v
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Pradikate in £

Definition
Die natiirliche Zahl n erfiillt das Pradikat H, falls H(n)
wabhr ist, also H(n) € T gilt.
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Pradikate in £

Definition
Die natiirliche Zahl n erfiillt das Pradikat H, falls H(n)
wabhr ist, also H(n) € T gilt.

Beispiel
Sei H(n) :=n < 3. Also gilt
» H(1) und

» H(4) gilt nicht.
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Ausdruckbarkeit in £

Definition
Das Pradikat H driickt die Menge A C N aus, wenn fiir
allea € Agilt H(n) € T < n € A.
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Ausdruckbarkeit in £

Definition
Das Pradikat H driickt die Menge A C N aus, wenn fiir
allea € Agilt H(n) € T < n € A.

Beispiel
» Sei H(n) :=n < 4, dann driickt H(n) die Menge
A ={1,2,3} aus.

» Sei H(n) :==n > 0, dann driickt H(n) die Menge
A =N aus.
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Ausdriickbarkeit in £ (cont.)

Definition
Eine Menge A heifit ausdriickbar in £, falls ein Pradikat
H existiert, dass A ausdriickt.

gk 6/10



Ausdriickbarkeit in £ (cont.)

Definition
Eine Menge A heifdt ausdriickbar in £, falls ein Pradikat
H existiert, dass A ausdriickt.

Beispiele

» A:={1,2,...,10} wird durch H(n) :=n < 10
ausgedriickt

» A := die Menge der geraden natiirlichen Zahlen
wird durch H(n) := 3m € N : n/2m = 1 ausgedriickt
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Godel Nummerierung und Diagonalisierung

Definition (Godel Nummerierung)

Sei g : € — N eine umkehrbare Funktion die einem
Ausdruck E € € eine natiirliche Zahl zuweist und
E, := g (n) (Es gilt also ¢(E,) = n).
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Godel Nummerierung und Diagonalisierung

Definition (Godel Nummerierung)

Sei g : € — N eine umkehrbare Funktion die einem
Ausdruck E € € eine natiirliche Zahl zuweist und
E, := g (n) (Es gilt also ¢(E,) = n).

Definition (Diagonalisierung und
Diagonalfunktion)

Die Diagonalisierung von E, ist der Ausdruck E,(n). Die
Diagonalfunktion 4 : N — N ist durch d(n) := g(E,(n))
definiert.
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Godel Nummerierung und Diagonalisierung

Definition (Godel Nummerierung)

Sei g : € — N eine umkehrbare Funktion die einem
Ausdruck E € € eine natiirliche Zahl zuweist und
E, := g (n) (Es gilt also ¢(E,) = n).

Definition (Diagonalisierung und
Diagonalfunktion)

Die Diagonalisierung von E, ist der Ausdruck E,(n). Die
Diagonalfunktion 4 : N — N ist durch d(n) := g(E,(n))
definiert.

Definition
Zu einer Menge A C N ist die Menge A* definiert durch
A* ={n:d(n) € A}, also gilt A* =d 1(A).
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An Abstract Form of Godel’s Theorem

Definition
Sei P die Menge der Godelnummer aller beweisbarer
Satze und A . =N\ A.

Satz
Wenn man P* in L ausdriicken kann und L korrekt ist, dann
existiert ein wahrer Satz, der in L nicht beweisbar ist.
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Beweis des Satzes

Beweis.

Driicke das Pradikat H die Menge P* aus.

Sei h := g(H) die Godelnummer von H
H(n)ist wahr < n € P*

Also ist H(h) € T «» h € P*
heP*—dh)eP—dh) &P

Aus d(h) = g(H(h)) folgt d(h) € P <~ H(h) in L
beweisbar ist

H(h) ist wahr < H(h) in £ nicht beweisbar

L korrekt — H(h) wahr

vV V. vV VvV Vv VY
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Priifung auf Unvollstandigkeit

1. A ausdriickbar = A* ausdriickbar
2. A ausdriickbar = A ausdriickbar
3. P ausdriickbar
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