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Die Beweisidee

Darstellung der Relation x¥ = z als Sequenz

Eine Sequenz von Tupeln habe die folgende Form:

@ S =((0,1),(1,x1),(2,x?),....(y,x))
@ x¥ =z gilt genau dann, wenn es eine derartige Sequenz
gibt, dass (y,z) € S gilt




Die Beweisidee

Darstellung der Sequenz Sin ¥,

Alter sequenz number Begriff, Beispiel:
@ Meta-Sprache: 1, 2, 3, 9
Y in LE : O’ﬁO”jjO”’jjO””””””
@ Gddelnummer: 10§100§100051000000000000 (sequenz
number)




Die Beweisidee

Darstellung der Sequenz S in ¥

Neuer sequenz number Begriff, Beispiel:
@ Meta-Sprache: (0, 1), (1, 2), (2, 4)

@ in X : ffOf 1ff 1f 2ff 2f 4ff (sequenz number) Konkatenation
zwischen Zahlen und f

Der frame f:

@ f = 2t2 wobei t eine Kette von einsen ist

@ fbzw. t muss lang genug sein, um von den anderen Ziffern
unterscheidbar zu sein




Darstellung der Sequenz in X - Lemma K
Der Beweis Beweis des Theorem E
Beta-Funktionen

Die Relation K(x, y, w)

Lemma K: Sei S eine Sequenz von georneten Paaren
natdrlicher Zahlen, dann gibt es ein w (die sequenz number von
S), sodass qilt:

° K(X,y,w) <= (x,y) €S
@ wenn K(x,y,w) wahr ist, dannistx <w undy <w




Darstellung der Sequenz in X - Lemma K
Der Beweis Beweis des Theorem E
Beta-Funktionen

Der frame fin X

1(x) <= x besteht nur aus einsen.
@ 1(x) «x #0A(Vy <x)(yPx D 1Py)
x mf w < x ist der langste frame, der in w enthalten ist.

@ xmfw «— xPw A (3z <w)(1(z) Ax =222
A~ (Jy <w)(1(y) A 2zy2Pw))




Darstellung der Sequenz in X - Lemma K
Der Beweis Beweis des Theorem E
Beta-Funktionen

Die Relation K(x, y, w) in ¥

Die Realtion K(x, y, w) istin Xg:
@ K(x,y,w):= (3f <w)(f mf w A fixfyffPw A fPx A fPy)
@ Wenn K(x, y, w) wahr ist, dannistx <w undy <w




Darstellung der Sequenz in X - Lemma K
Der Beweis Beweis des Theorem E
Beta-Funktionen

Die Relation x¥ =z in ¥,

@ Erinnerung: Sequenz
S = ((0,1),(1,x1),(2,%x2),..., (y,x¥)) .

Formal: x¥ = z <= es existiert eine Sequenz S von
geordneten Paaren, sodass
@ (y,2)eS
@ Firjedes Paar (a, b) in S gilt entweder (a, b) = (0, 1) oder
es gibt eine Paar (c, d) in S, sodass gilt:
(a,b) =(c+1,d-x)




Darstellung der Sequenz in X - Lemma K
Der Beweis Beweis des Theorem E
Beta-Funktionen

Die Relation x¥ =z in ¥,

XY =27

@ Iw(K(y,z,w)A (Va<w)(vb <w)
(K(a,b,w) D ((a=0Ab=1)v
(3c < a)(3d < b)(K(c,d,w)Aa=c+1Ab=d-x))))




Darstellung der Sequenz in X - Lemma K
Der Beweis Beweis des Theorem E
Beta-Funktionen

Das Beta-Funktion Theorem

Eine Funktion 3(x,y) ist eine Beta-Funktion, wenn gilt:

@ fur jede endliche Sequenz (ag, a, ..., an) gibt es eine Zahl
w, sodass gilt:

@ ((w,0) =ap, f(w,1) =ay,... und g(w,n) = an
Theorem B: Beta-Funktion Theorem.

@ Es gibt eine Beta-Funktion in X




Darstellung der Sequenz in X - Lemma K
Der Beweis Beweis des Theorem E
Beta-Funktionen

Beweis von Theorem B

@ [(w,i) =k < K(i, k, w) und k ist die kleinste Zahl, fur die
K(, k, w) gilt
@ Wenn K(i, k, w) nicht gilt, sei g(w,i) =0

InXo:B(w,X) =y <~
o (K(X,y,Ww)A(Vz <y)K(x,z,w))V
(«~ (Fz <w)K(x,z,w) Ay =0)




Darstellung der Sequenz in X - Lemma K
Der Beweis Beweis des Theorem E
Beta-Funktionen

Beweis von Theorem B

@ Dabei ist fur jede Sequenz (ap, ay, ..., an) w die
Sequenznummer von ((0,ag), (1,a1), ..., (N, an))

@ = K(i,a;,w) hallt fur jedesi <n

@ g; ist die einzigste Zahl m, fur die K (i, m,w) hallt

o = f(w,i)=ag




Darstellung der Sequenz in X - Lemma K
Der Beweis Beweis des Theorem E
Beta-Funktionen

Beweis von Theorem E mit Beta-Funktionen

Idee: S = (1,x,x2,x3,...,xY)
XY =2z«

@ es existiert eine Sequenz S = (ap, a1, ..., ay ) Mit
@ ay=1unday =z
o furjedesi<y:aj; g =a;-X
INY]:x¥ =7z <
@ Jw(B(w,0) =1AB(wW,y)=zA
(Vn <y)(B(w,n+1) = 5(w,n)-x))




Darstellung der Sequenz in X - Lemma K
Der Beweis Beweis des Theorem E
Beta-Funktionen

Beweis von Theorem E mit Beta-Funktionen

Der Ausdruck g(w,n +1) = g(w,n) -x in Xo:
@ (Imy <w)(Im; <w)(Imz <w)(my=n+1
AB(W,mg) = my A B(w,n) = mg Amy =mgz-X)




Schlussfolgerungen

A Is arithmetic <= A* is arithmetic

Wenn A € X ist, dann auch A*:
ex¥y=zeX

0= 13*=yeXx
@ = [J2(z =13 ANkz8x3 =Yy)| < [d(x) =y] € &
@ =d(x)=y<=D(x,y)e X

@ = 3vy(D(v1,V2) AA(V2)) <= A*(vq1) istin X, falls A(vy) in
Y ist.




Schlussfolgerungen

Tarski's Theorem fur L

Die Menge der Godelnummern der wahren arithmetic Satze ist
nicht arithmetic
@ T, arithmetic = T, arithmetic
@ T, arithmetic = T» " arithmetic
@ = Es kann ein Widerspruch wie im Beweis fiir Lg erzeugt
werden




Schlussfolgerungen

Pz und RE € X, ~ P¢ ist arithmetic

Pe und Rg sind ©
= PZ und R{ sind X
Pe ist ¥, also auch arithmetic

= Pg ist arithmetic
= Pg " ist arithmetic
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