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P.A. - Peano Arithmetik ohne Potenzieren
LKapi'rel v
LDas System P.A.

Peano Arithmetik

Peano Arithmetik: ( P.E. ohne Exponentation)
» ohne Axiom Nyg : (v; E0) =0’
» ohne Axiom N11 : (V] E V’z) = ((V] E vy - Vl)

Ziel : Beweis der Unvollstdndigkeit der Peano Arithmetik (PA.)
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Unvollstandigkeit von P.A. - Wiederholung

Godel -Tarski Theorem (GT)

Wenn P* in L ausdriickbar ist und L ist korrekt, dann ist L
unvollstandig.
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Wiederholung (Forts.)

Bedingungen fiir die Ausdriickbarkeit von P*

G1 Wenn A ausdriickbar in L ist, dann ist auch A* ausdriickbar.

G2 Wenn A ausdrlickbar in L ist, dann ist auch A ausdriickbar.
G3 P ist ausdrlckbar.
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Wiederholung (Forts.)

Bedingungen fiir die Ausdriickbarkeit von P*

G1p 5 Wenn A Arithmetisch ist, dann ist auch A* Arithmetisch
(Diagonalfunktion)
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Wiederholung (Forts.)

Bedingungen fiir die Ausdriickbarkeit von P*

G1p 5 Wenn A Arithmetisch ist, dann ist auch A* Arithmetisch
(Diagonalfunktion)

Go 3p.e. Konstruktion von Arithmetischen Prédikaten:
P ist Arithmetisch und P ist Arithmetisch
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Unvollstandigkeit fir P.A.

Idee:

F—/E*
Gilpa.

G2p.4.
G3p.4.

soll in P.A. ausgedrickt werden

Wenn A arithmetisch ist, dann ist A* arithmetisch
z.z. Diagonalfunktion ist arithmetisch

Py ist arithmetisch
P ist arithmetisch
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Inhalt des Referats

» P und Py sind arithmetisch (G2 und G3)
» Klassen von arithmetischen Relationen
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Larithmeti:;che Relationen - ¥, ¥, ¥

Die Klasse ¥

atomare ¥, - Formeln
crtea=c,c1-c0=c3,c1 =¢C2,C1 <0,
wobei ¢y, c2, c3 Nummern oder Variablen sind.

Y, - Formeln (induktive Definition)

1. Jede atomare ¥, - Formel ist ¥
2. Wenn Fund G Xy, dannsind~ Fund F D G X,
3. Fir jede ¥ - Formel F, eine beliebige Variable v; und

jedes ¢ mit(c # v; oder ¢ ist Nummer) :
Yi(vi < ¢ D F) X, - Formel
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Larithmetische Relationen - ¥, ¥, ¥

Die Klasse ¥

Definition X, - Formel

Eine ¥, - Formel hat die Form:

W1 F(viy e ooy Vi, Vit1), Wobei F(vi, ..., vy, vyq1) €iNE X -
Formel ist

Definition X ;- Relation

R(xy,...,x,) ist eine ;- Relation

gaw. es existiert eine ¥ - Relation S(x, ..., x,,y), so dass
fa. xy,...,x, gt

R(x1,...,xn) < JyS(x1, ..., X0, ¥).
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Larithmeti:;che Relationen - ¥, ¥, ¥

Die Klasse ©

Definition X - Formel

1.
2.

Jede ¥ - Formel ist eine X - Formel

Wenn F Y ist, dann ist fUr jedes v;
Jv;F eine ¥ - Formel

Wenn F eine X - Formel ist, dann sind fur v; und v; mit i # j
3(vi <vj)Fund V(v; < v;)F X- Formeln, sowie

flr eine Zahl n

d(vi <m)Fund VY(v; <n)F %- Formeln

Flr jede X - Formel F und G sind

FAGund FVv G x-Formel

Wenn F eine Xy- Formel ist und G eine X- Formel, dann ist
F D G eine - Formel
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LAri'rhmetische Relationen als arithmetische Relationen

Konkatenation zur Basis b

m*, n = m - b® + pn ist Arithmetisch
Relation »"» = y arithmetisch?

1. blb(x) :y(_> (x:0/\y:b)\/(x750/\s(x,)’))
2. s(x,y) <> Powp(y) ANx <y AVz((Powp(z) Ax <z) Dy <72)
3. Powy(x) <> Ina(vi = (b E np))

Ziel: Elimination von E in Pow(x)
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LAri'rhmetische Relationen als arithmetische Relationen

Elimination von E nach Myhill

Pow,(x) und p ist Primzahl

x ist eine Potenz von p < jeder echte Teiler von x ist teilbar
durch p

Beweis: y = p»™ ist ¥,

1. xdivy < (FTz<y)(x-z=y)
2. Pow,(x) < (Vz<x)((zdivxAz#1)Dpdivz)
3. y=pr — (Pow,(») Ay >xAy>1)A
(Vz <y) ~ (Powp(z) ANz>xNz> 1)



P.A. - Peano Arithmetik ohne Potenzieren

I—Arithmetische Relationen als arithmetische Relationen
:

Proposition A

X4py =12

Fir jede Primzahl p ist die Relation x x, y = z X,.
Beweis:
Hx.plp(y) +y:z

o (Fw <2)@Fw < )W =prO) Awy =x-wi Awy +y=72)
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I—Arithmetische Relationen als arithmetische Relationen

Proposition B1

Die Relationen xB,y, xE,y, xP,y sind ¥
1. xByy = x=yV(x#0A(Fz<y)(Fw <
y)(Powp(w) A (x - w) p 2 = y))
2.

xEpyy < x=yV(Fz<y)(zxpx =)
xPpy < (32 <y)(zEpy A xBpz)
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LAri'rhmetische Relationen als arithmetische Relationen

Proposition B2

Fir jedes n > 2 ist die Relation x; *, - -- %, x, =y X,
Induktion Ober n:
IA) x1 %, x2 = yist X, (nach B1)
IS) Nach Induktionsannahme gilt: x; *, - - - %, x, =y ist X
Dann ist auch x; *p, - - - %, X, %, X1 =y X, denn
(Fz < y)(x1 #p -+ #p Xy =2 A 2%y Xuq =) iSE Xo.
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I—Arithmetische Relationen als arithmetische Relationen
:

Proposition B3

Fir jedes n > 2 : Relation x; x, - - - %, x,P,y ist ¥
Beweis:

andere Darstellung: (3z < y)(x1 *p - - - % X, = 2 A 2PpYy)
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LAri'rhmetische Relationen als arithmetische Relationen

kurze Zusammenfassung

arithmetische Relationen (%)

1. Pow,(x) (Myhill)
2. Xy =12 (Prop. A)
3. xB,y, xEpy, xP,y (Prop.B)

4. farn >2:x1 %y - xp x,Ppyund xy %, --- %, x, =y  (Prop.B)
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LUnvollsté‘\ndigkeit von PA

Seip=13...

arithmetische Bedingungen

» Bedingungen Seg(x),x € y und x Z y sind arithmetisch

» Bedingungen (1-17) : Sb(x), Var(x), Num(x), ..., Pg und P
sind arithmetisch

» insbes. sind P und P ¥

Begrindung

1. E wird nie in den Definitionen der Bedingungen verwendet
2. Pow;s(x) und x %13 y sind (wie gezeigt ) arithmetisch (X)
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Unvollstandigkeit von P.A.

Lasst sich P, in PA. ausdriicken?

Ga3p.4. Prund Py sind arithmetisch
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LUnvollsté'mdigkeit von PA

Unvollstandigkeit von P.A.

Lasst sich P, in PA. ausdriicken?

Ga3p.4. Prund Py sind arithmetisch
Gi1p4 Wenn A arithmetisch ist, dann A* arithmetisch ?

Diagonalfunktion :
d(x) =r(x,x) =z Iw(w = 13" Az =k*x;3 w138 x13x %3 3)
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