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Die logischen Axiom-Gruppen

Bemerkung

Da in den folgenden Axiomen (L1 — L7) F, G, H fiir beliebige
Formeln stehen nennt man sie Axiom-Schemen; da sie somit eine
unendlich groBe Anzahl an Axiomen reprasentieren. Sie sind eine
Formalisierung der Logik der ersten Stufe.




Peano Axiome - Gruppe | - Axiom Schemen der
Aussagenlogik

e L1:(FDO(GDF))
o L, (FO(GDH)D((FDG)D(FDH)
o L3:((~FD>~G)D(GDF))



Peano Axiome - Gruppe Il - Zusatzlich Axioms-Schemen

der Logik der ersten Stufe

Ly : Vvi(F D G) D (YviF D Vv;G))

: (F D VYv;F), fiir v; ¢ var(F)

Le : Avi(v; = t), fir v; ¢ var(t)

Ly : (vi = t D (X1viXa D X1tX2)), X1, Xa sind beliebige
Ausdriicke sodass Xjv;X> eine atomare Formel ist

e 6 o6 o
'\
o1



Peano Axiome - Gruppe Il - Die Mathematischen Axiome

o Ni:(vi=v4,Dvi=w)

o Ny: ~0=v

o N3:(vn+0)=w

o Ny:(vi+v§) =(vi+w)

o Ns:(vy-0)=0

o No:(vi-vj)=((vi-wv)+w1)
e N7: (v <0=wv =0)

o Ng:(vi <vi=(vi <waVv=W))
o Nyg:((vi <w)V(v<wn))

o Ny : (viE0) =0

o Ni1: (iEV)) = ((viEwv2) - v1)
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Peano Axiome - Gruppe IV - Mathematische Induktion

Definition

Ersetzung anstelle von Substitution
Flvi] = VYvi(vi = v{ D Yvi(vi = v; D F))

e Ny : (F[0] D (Vvi(F(wv1) D F[v{]) D YvaiF(w1)))



Beweise sind endliche Sequenzen, sodass jedes Element der
Sequenz entweder ein Axiom ist oder mittels M.P. oder der
Generalisierung aus den vorigen Elementen folgt.

M.P. :aus F, (F D G) folgt G

Generalisierung: aus F folgt Vv;F



Ziel: arithmetische Darstellung von P(X), um damit die
Unvollstandigkeit der P.E.-Systems zu zeigen

Bemerkung

Da dieses Relation sehr schwer auf einmal arithmetisch darstellbar
ist und auBerdem dann auch unlesbar ware, wird die Relation iiber
viele, leicht zu verstehende, Teilschritte dargestellt.




Die Relationen xByy, xEpy, XPpy

Definition

@ xBpy = die Zahl y beginnt mit der Zahl x. ( [B]egins )
@ xEpy = die Zahl y mit der Zahl x. ( [E]ends )
@ xPpy = die Zahl x ist in der Zahl y enthalten ( [P]art of )
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Die Relationen sind arithmetisch

Beweis.

@ xBpy <«

x =yV(x #0A3z < y)( 3w < y)(Powp(w)A(x-w)*pz = y))
Q xEpy o x=yV(@z<y)(z*xpx =y)
@ xPby < (3z < y)(zEpy N xBp2)
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Definition Endliche Sequenzen

Definition

Sei (Xi,...,X,) ein Tupel von Ausdriicken. Dann wahlen wir
BX1f ... 4 Xut als geeignette Reprasentation. Ein Tupel von
Ausdriicken nennen wir von nun an Sequenz.

| \

Definition

Die Godelnummer von f sei 6 und somit ist die Gédelnummer einer
Sequenz (a1,...,ap) die Nummer da1d...da,0

v
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Sequenz - Relationen

Definition

@ Seq(x) < x ist eine Sequenznummer
@ x € y < y eine Sequenznummer ist in der x enthalten ist

© x=<_y < falls z eine Sequenz ist in der x vor y enthalten ist
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Sequenz - Relationen

Behauptung
Die Relationen Seq(x), x € y, x<.y sind arithmetisch

Q Seq(x) «— 6BxASExAS # x A66Px A (Vy < x)(60yPx D §By)
@ x €y« Seq(y) N dxdPy A §Px
Q@ x<y—oxezANyeczAN(Iw<z)(wBzAx € WA~y € w)

Ol
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Term /Formel - Bildungs - Relationen

QO R«(X,Y,Z) « Z eines der folgenden Ausdriicke ist.
(X+Y), (X-Y), (XEY) oder X’

Q@ Xi,...,X, ist eine Term-Bildungs-Sequenz < X; ist eine
Zahl/Variable oder es existieren j, k < i mit R¢(Xj, Xk, X;)

@ R¢(X,Y,Z) « Z eines der folgenden Formeln ist. ~ X,
(X DY) Vv X fiir eine beliebige Variable v;

Q@ Xi,...,X, ist eine Formel-Bildungs-Sequenz < X; ist eine
atomare Formel oder es existieren j, k < i mit R¢(Xj, Xk, Xj)

<
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Arithmetisierung des P.E.

Erinnerung

Zur Erinnerung noch einmal die Gédelnummern:
0’ ()f,v~DV=xt
102345678971 €4

<

o (ExDE) =ximpy

o ~ E, := neg(x)

o (Ex+E):=xply
o (Ex-E) =xtimy
(ExEE)=xexpy
E. :=s(x)

Ex=E =xidy
Ex<E , :=xley
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Arithmetisierung des P.E.

Sb(x) « (Vy < x)(yPx D 5Py)

E, ist ein Indize

Var(x) < (3y < x)(Sb(y) A x = 26y3)
E, ist eine Variable

Num(x) < Pow;3(x)
E, ist eine Nummer

Ri(x,y,z) > z=xplyVz=xtimyVz=xexp yVz = s(x)
R:(Ex, Ey, E;) ist arithmetisch darstellbar
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Arithmetisierung des P.E.

e Seqt(x) < Seq(x) A (Vy € x)(Var(y)V
Num(y) v (3z, w <x y)R1(z, w,y))
E, ist eine Term-Bildungssequenz

o tm(x) < Jy(Seqt(y) A x € y)
E, ist ein Term

o fiy(x) « (Fy < x)(3z < x)(tm(y) A tm(z)A
(x=yidzVx=y le z))
E, ist eine atomare Formel

e Gen(x,y) < (3z < y)(Var(z) Ny = 9zx)
Generalisierung lasst sich darstellen
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Arithmetisierung des P.E.

® Ry(x,y,z) < z=ximp yV z=neg(x)V Gen(x,z)
R¢(Ex, E,, E;) ist arithmetisch darstellbar

o Seqf(x) = Seq(x) A (¥y € )fo(y) V (32, w =x y)Ra(z, w, )
E, ist eine Formel-Entwicklungssequenz

o fm(x) < Jy(Seqf(y) Ax € y)
E, ist eine Formel

e A(x)

E, ist ein Axiom
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Arithmetisierung des P.E.

M.P.(x,y,z) <y =ximp z

E, folgt aus dem M.P. aus E, und E,

e Der(x,y,z) < M.P(x,y,z)V Gen(x, z)
E, ist ableitbar aus Ex und E,

o Pf(x) < Seq(x) A (Vy € x)(A(y)V (3z, w <« y)Der(z,w, y))
E, ist ein Beweis

o Pe(x) < Jy(Pf(y) Ax € y)

E, ist beweisbar

e Re(x) < Pe(neg(x))
E, ist widerlegbar
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Godels Unvollstandigkeitstheorem fiir P.E.

e Wir kénnen P(x) und R(x) =~ P(x) darstellen.

o Dadurch kénnen wir auch P*(x) darstellen (siehe letztes
Kapitel).
@ Damit ist die Unvollstandigkeit gezeigt.
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