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Definitionen .
w-Konsistenz

Rekursive Axiomatisierbarkeit

Begriffe der Korrektheit und Konsistenz

Wiederholung

Definition
Ein System ist korrekt, wenn jeder beweisbare Satz wahr und
jeder widerlegbare Satz falsch ist.

S korrekt = P C T

Skorrekt — RNT =&
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w-Konsistenz

Rekursive Axiomatisierbarkeit

Begriffe der Korrektheit und Konsistenz

Wiederholung

Ein System ist korrekt, wenn jeder beweisbare Satz wahr und
jeder widerlegbare Satz falsch ist.

S korrekt = P C T

Skorrekt — RNT =&

Ein System ist konsistent oder widerspruchsfrei, wenn kein

Satz gleichzeitig beweis- und widerlegbar ist.
S konsistent <= PNR =2

A,
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Definitionen .
w-Konsistenz

Rekursive Axiomatisierbarkeit

Begriff der w-Inkonsistenz und w-Konsistenz

Definition
Ein System ist w-inkonsistent, wenn es eine Formel F(w) mit
einer freien Varialblen w gibt, so dass der Satz IwF(w)

beweisbar ist, aber alle Satze F(0), F(1),..., F(n),...
widerlegbar sind.
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Ein System ist w-inkonsistent, wenn es eine Formel F(w) mit
einer freien Varialblen w gibt, so dass der Satz IwF(w)

beweisbar ist, aber alle Satze F(0), F(1),..., F(n),...
widerlegbar sind.

Definition

Ein System ist w-konsistent, wenn es nicht w-inkonsistent ist.
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w-Konsistenz und Konsistenz

@ Korrektes System kann nicht w-inkonsistent sein.
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Rekursive Axiomatisierbarkeit

Zusammenhange zwischen der Korrektheit,
w-Konsistenz und Konsistenz

@ Korrektes System kann nicht w-inkonsistent sein.
@ w-inkonsistentes System kann konsistent sein.

@ S inkonsistent = w-inkonsistent

@ S w-konsistent = konsistent



Definitionen
w-Konsistenz

Rekursive Axiomatisierbarkeit

Begriff der rekursiven Axiomatisierbarkeit

(oder einfach Axiomatisierbarkeit)

Definition
Ein System ist rekursiv axiomatisierbar, wenn die Menge P
von Goédelnummern der beweisbaren Formeln X4 ist.




Definitionen
w-Konsistenz

Rekursive Axiomatisierbarkeit

Begriff der rekursiven Axiomatisierbarkeit
(oder einfach Axiomatisierbarkeit)

Ein System ist rekursiv axiomatisierbar, wenn die Menge P
von Goédelnummern der beweisbaren Formeln X4 ist.

@ Das System P.A. ist axiomatisierbar.
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Definitionen
w-Konsistenz

Rekursive Axiomatisierbarkeit

Begriff der rekursiven Axiomatisierbarkeit
(oder einfach Axiomatisierbarkeit)

Ein System ist rekursiv axiomatisierbar, wenn die Menge P
von Goédelnummern der beweisbaren Formeln X4 ist.

@ Das System P.A. ist axiomatisierbar.

@ Das System N\ (vollstandige Theorie der Arithmetik) ist
nicht axiomatisierbar. Alle korrekten mathematischen
Formeln gehoéren zu Axiomen von NV, damit sind sie alle
beweisbar. P von N ist nicht mal arithmetisch.

A
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Definitionen
w-Konsistenz

Rekursive Axiomatisierbarkeit

Begriff der Subsystem und Erweiterung
Wiederholung

Definition

Ein System S; ist ein Subsystem von S oder S ist eine
Erweiterung von S;, wenn alle beweisbaren Formeln aus S
auch in S beweisbar sind.




Definitionen
w-Konsistenz

Rekursive Axiomatisierbarkeit

Begriff der Subsystem und Erweiterung
Wiederholung

Definition

Ein System S; ist ein Subsystem von S oder S ist eine
Erweiterung von S;, wenn alle beweisbaren Formeln aus S
auch in S beweisbar sind.

Beispiel
Das System P.A. ist ein Subsystem von V.




Gadels Unvollstandigkeitstheorem

GroBRes Ziel: Theorem G.1

Wenn Peano Arithmetik w-konsistent ist, dann ist sie
unvollstédndig.

'Gédels Unvollstandigkeitstheorem fiir Peano Arithmetik



Gadels Unvollstandigkeitstheorem

Theorem G. als Forgerung aus
Theorem A. und Theorem B.

Theorem A.

Wenn S ein axiomatisierbares w-konsistentes System ist, in

dem alle wahren ¥ y-Sétze beweisbar sind, dann muss S
unvollstandig sein.




Gadels Unvollstandigkeitstheorem

Theorem G. als Forgerung aus
Theorem A. und Theorem B.

Theorem A.

Wenn S ein axiomatisierbares w-konsistentes System ist, in
dem alle wahren ¥ y-Sétze beweisbar sind, dann muss S
unvollstandig sein.

Theorem B.
Alle wahren Xy-Sétze sind beweisbar in PA.




Reprasentierbarkeit
Lemma 1
Einige abstrakte Unvollstéandigkeitssatze Theorem 1

Begriff der Reprasentierbarkeit

Definition

Eine Formel F(v4) mit einer einzigen freien Variable v;
reprasentiert eine Zahlenmenge A in S, wenn A aus solchen
und nur aus solchen Nummern n besteht, so dass der Satz
F(n) in S beweisbar ist.
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Reprasentierbarkeit
Lemma 1
Einige abstrakte Unvollstéandigkeitssatze Theorem 1

Begriff der Reprasentierbarkeit

Definition

Eine Formel F(v4) mit einer einzigen freien Variable v;
reprasentiert eine Zahlenmenge A in S, wenn A aus solchen
und nur aus solchen Nummern n besteht, so dass der Satz
F(n) in S beweisbar ist.

Definition
Eine Formel F(v4, ..., vx) reprasentiert eine Menge von
k-Tupeln (ny, ..., ng), wenn F(ny,...,Nk) in S beweisbar ist.

v
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Reprasentierbarkeit
Lemma 1
Einige abstrakte Unvollstéandigkeitssatze Theorem 1

Reprasentierbarkeit vs. Ausdrickbarkeit

Definition

Eine Formel F(v4) mit einer einzigen freien Variable v; driickt
eine Zahlenmenge A in S aus, wenn A aus solchen und nur
aus solchen Nummern n besteht, so dass der Satz #(n) in S
wabhr ist.
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Reprasentierbarkeit
Lemma 1
Einige abstrakte Unvollstéandigkeitssatze Theorem 1

Reprasentierbarkeit vs. Ausdrickbarkeit

Definition

Eine Formel F(v4) mit einer einzigen freien Variable v; driickt
eine Zahlenmenge A in S aus, wenn A aus solchen und nur
aus solchen Nummern n besteht, so dass der Satz #(n) in S
wabhr ist.

| \

Beispiel

Sei G ein wahrer Satz, der in P.A. nicht beweisbar ist.
Sei F(vy) eine Formel G A (vi = vy).

F(vy) drickt N aus, aber reprasentiert nur noch &.
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Représentierbarkeit
Lemma 1
Einige abstrakte Unvollstéandigkeitssatze Theorem 1

Allgemeine Uberlegungen formuliert in ein Lemma

Flr jede Formel H(vy) mit Gédelnummer h gilt:
@ *(h) beweisbarin S « h € P*.
@ H(h) widerlegbarin S < h € R*.
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Représentierbarkeit
Lemma 1
Einige abstrakte Unvollstéandigkeitssatze Theorem 1

Allgemeine Uberlegungen formuliert in ein Lemma

Flr jede Formel H(vy) mit Gédelnummer h gilt:
@ *(h) beweisbarin S « h € P*.
@ H(h) widerlegbarin S < h € R*.

Beweis.
@ H(n) = H[n] ist wahr, wobei H(n) = Vvq(vy =N D H(wy))
@ ist ein Theorem, also auch beweisbar in S

@ 7 (7) beweisbar in S « H[A] beweisbar in S
H(n) widerlegbar in S — H[n] widerlegbar in S
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Représentierbarkeit
Lemma 1
Einige abstrakte Unvollstéandigkeitssatze Theorem 1

Allgemeine Uberlegungen formuliert in ein Lemma

Flr jede Formel H(vy) mit Gédelnummer h gilt:
@ *(h) beweisbarin S « h € P*.
@ H(h) widerlegbarin S < h € R*.

Beweis.
@ H(n) = H[n] ist wahr, wobei H(n) = Vvq(vy =N D H(wy))
@ st ein Theorem, also auch beweisbar in S
© H(n) beweisbar in S «— H[n] beweisbar in S
H(n) widerlegbar in S — H[n] widerlegbar in S
Q H(h) beweisbar in S — H[h] beweisbar in S « h € P*
H(h) widerlegbar in S < h e R* O
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Repréasentierbarkeit
Lemma 1
Einige abstrakte Unvollstéandigkeitssatze Theorem 1

Theorem 1 fur ein beliebiges

(nicht unbedingt axiomatisierbares) System

Sei S konsistent und H(v¢) eine Formel, deren Negation die
Menge P* in S représentiert.

Dann ist der Satz H(h) weder beweisbar noch widerlegbar in S,
wobei h die Gédelnummer von der Formel H(vy) ist.
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Theorem 1

Sei S konsistent und H(v¢) eine Formel, deren Negation die
Menge P* in S représentiert.
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Repréasentierbarkeit
Lemma 1
Einige abstrakte Unvollstéandigkeitssatze Theorem 1

Frage zum Beweis

Wére es mdglich, statt einer Formel, deren Negation P*
repréasentiert, eine Formel, die P* reprdsentiert, zu nehmen?
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@ Denn angenommen: _
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Repréasentierbarkeit
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Korollar

Wenn P* in einem konsistenten System S reprédsentierbar ist,
dann ist S unvollstdndig.
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Repréasentierbarkeit
Lemma 1
Einige abstrakte Unvollstéandigkeitssatze Theorem 1

Der Dual von Theorem 1

Theorem 1°

Wenn R* in einem konsistenten System S reprdsentierbar ist,
dann ist S unvollstdndig.
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Représentierbarkeit
Lemma 1

Einige abstrakte Unvollstéandigkeitssatze Theorem 1

Fragen?
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