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Eine (endl.) Markov-Kette (mit diskreter Zeit) Gber der
Zustandsmenge S = {0,...,n — 1} besteht aus

m einer unendlichen Folge von Zufallsvariablen (Xt)teNO, Xt €S
und

m einer Startverteilung gg = ((QO)O,...,(qo)n_l) mit (go); > 0
und 315 (qo); = 1, d.h. P[Xo = i] = (qo); und
m Ubergangswahrscheinlichkeiten — mit:
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Eine (endl.) Markov-Kette (mit diskreter Zeit) Gber der
Zustandsmenge S = {0,...,n — 1} besteht aus

m einer unendlichen Folge von Zufallsvariablen (Xt)teNO, Xt €S
und

m einer Startverteilung do = ((do)g, - - -, (do)n_y) Mit (do); > O
und 315 (qo); = 1, d.h. P[Xo = i] = (qo); und

m Ubergangswahrscheinlichkeiten — mit:
Furallel C {0,...,t —1}undi,j,sx € S (k €1) gilt:

]P)[Xt+1:j ‘Xt :l] :P[Xt+1:j ‘Xt = VAN Xk :Ska € |],

sofern P[X; =i] #0, P[Xxk =sk] #0, k € I.
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Sind die Ubergangswahrscheinlichkeiten P [X;11 = j [X; = i]
unabhangig von der Zeit t, so schreiben wir

pij = P[Xt+1 :J ‘Xt = |]
Eine solche Markov-Kette heildt (zeitthomogen und
P := (Pi)o<i j<n

ist die dazugehorige Ubergangsmatrix .
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Sei eine Markov-Kette mittels Ubergangsmatrix P und
Startverteilung qo gegeben. Bezeichne mit (q;); = P [X; = i]. Dann
gilt

Qi+1 =0t - P
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Sei eine Markov-Kette mittels Ubergangsmatrix P und
Startverteilung qo gegeben. Bezeichne mit (q;); = P [X; = i]. Dann

gilt

Oi+1 =0t - P
Bag=q1-P=q2P-P=...=qp-P
A Gtk =Giik—1-P=...=q - P¥

pi(,lj() =P Xk =j X =i] = (Pk)i,j
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Beweis: Wir benutzen den Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit:

Han, Hiép HU Berlin



Markov Ketten

Beweis: Wir benutzen den Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit:
Sei | J_, Bi 2 Aund B; N B; = 0.
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Beweis: Wir benutzen den Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit:
Sei J'_, Bi 2 Aund B; N Bj = ). Dann ist

n—1
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Beweis: Wir benutzen den Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit:
Sei J'_, Bi 2 Aund B; N Bj = ). Dann ist

n—1

P Xy =il = Y PXpa=jX=i]-P[X =]
i=0
n—1

Ang (qt-l-l)j = Z(Qt)i - Pij

i=0
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Beweis: Wir benutzen den Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit:
Sei J'_, Bi 2 Aund B; N Bj = ). Dann ist

n—1
P Xy =il = Y PXpa=jX=i]-P[X =]
i=0
n—1
& (Qv1);, = Z(Qt)i - Pij
i=0
< 0O+1 = G- P
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Wahrscheinlichkeitsverteilung. Ist 7 = 7 - P, so nennen wir 7 eine
station are Verteilung der Markov-Kette.
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Sei P eine Ubergangsmatrix einer Markov-Kette und 7 eine
Wahrscheinlichkeitsverteilung. Ist 7 = 7 - P, so nennen wir 7 eine
station are Verteilung der Markov-Kette.

m Eindeutigkeit?
m Konvergenz?
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Eine Markov-Kette heilt irreduzibel , wenn Vi,j € S eine Zahl
k € N existiert mit pi(‘j() > 0. (D.h. der gerichtete Graph ist (stark)
zusammenhangend).
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Eine Markov-Kette heilt irreduzibel , wenn Vi,j € S eine Zahl
k € N existiert mit pi(‘j() > 0. (D.h. der gerichtete Graph ist (stark)
zusammenhangend).

Jede irreduzible Markov-Kette besitzt eine eindeutige stationare
Verteilung 7.
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SeiR; = {te N\pi(it) > 0} die Menge der Schrittzahlen mit einer
positiven ,Ruckkehrwahrscheinlichkeit zum Zustand i“.
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SeiR; = {te N\pi(it) > 0} die Menge der Schrittzahlen mit einer
positiven ,Ruckkehrwahrscheinlichkeit zum Zustand i“.

Dann ist die Periode von Zustand i ist definiert als der ggT der
Menge R;.

Hat der Zustand i die Periode 1, dann nennen wir ihn aperiodisch .
Eine Markov-Kette heil3t aperiodisch, wenn alle Zustande
aperiodisch sind.

Der Zustand i € S ist aperiodisch genau dann, wenn

3ty € N mit pt > 0 vt > to.
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Beweis: (<) Klar, denn z.B. sind dann tg,tp + 1 € R; und
99T (to, to + 1) = 1.
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Beweis: (<) Klar, denn z.B. sind dann tg,tp + 1 € R; und
99T (to, to + 1) = 1.
(=) Konsequenz des Euklidischen Algorithmus:
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Beweis: (<) Klar, denn z.B. sind dann tg,tp + 1 € R; und
99T (to, to + 1) = 1.
(=) Konsequenz des Euklidischen Algorithmus:
Vry,rp € N3toVt > to Ix,y € No @ t-ggT (r1,r2) = xry +yra. (1)

Da i aperiodisch ist, wissen wir, dass es zwei Schrittzahlen
ri,r2 € Rj geben muss, so dass ggT (r1,r2) = 1 gilt. Dann gilt:

pll — p|)|(r1+r2b (purl)) (p||r2))y7 (2)

(1) und (2) ergeben nun

)50, =  Jevi>ty: p™> 3)

p{™ >0, p
O
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Eine irreduzible, aperiodische Markov-Kette heif3t ergodisch.

Jede ergodische Markov-Kette konvergiert gegen eine eindeutige
stationare Verteilung

lim q; = 7.
t—oo

Han, Hiép HU Berlin



Markov Ketten

Sei (Xt)ten, eine Markov-Kette und (Y;)en, eine unabhéangige
stationare Kopie von (Xt)teny-
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Sei (Xt)ten, eine Markov-Kette und (Y;)en, eine unabhéangige
stationare Kopie von (Xt)teny-

Das bedeutet, dass (Y;) gleiche Ubergangswahrscheinlichkeiten
besitzt, die Ubergénge aber unabhangig von (X;) ausfiihrt und als
Startverteilung die stationare Verteilung hat.
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Sei (Xt)ten, eine Markov-Kette und (Y;)en, eine unabhéangige
stationare Kopie von (Xt)teny-
Das bedeutet, dass (Y;) gleiche Ubergangswahrscheinlichkeiten
besitzt, die Ubergénge aber unabhangig von (X;) ausfiihrt und als
Startverteilung die stationare Verteilung hat. Wir definieren nun
(Zt)ten, durch

Zt = (Xt, Yt)

Dann gilt:
(Zt)ten, ist eine Markov-Kette.
Sind X; und Y; ergodisch, dann ist Z; ergodisch.
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Sei
H = maX{T(iXJy)’(iX’iy) : (ix,iy) €S X S}

den Zeitpunkt, zu dem die Kette (Z;) unabhéngig vom Startpunkt
aus jeden moglichen Treffpunkt von (X;) und () erreicht hat.
Aus Endlichkeit von S x S und Irreduzibilitat con (Z;) folgt

PH<oo]=1 bzw. tIim P[H>t]=0.
— 00

Das heisst, dass (X;) und (Y;) sich mit Sicherheit treffen werden.
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Sei
H = maX{T(iXJy)’(iX’iy) : (ix,iy) €S X S}

den Zeitpunkt, zu dem die Kette (Z;) unabhéngig vom Startpunkt
aus jeden moglichen Treffpunkt von (X;) und () erreicht hat.
Aus Endlichkeit von S x S und Irreduzibilitat con (Z;) folgt

PH<oo]=1 bzw. tIim P[H>t]=0.
— 00
Das heisst, dass (X;) und (Y;) sich mit Sicherheit treffen werden.

Fur jeden Zeitpunkt t > H gilt nun P[X; = s] = P[Y; = s], da (X;)
und (Y;) ab dem Zeitpunkt H die gleiche Verteilung besitzen.
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Karten mischen

m gegeben n Karten in der Ordnung 1,...,n.
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Karten mischen
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Karten mischen

m gegeben n Karten in der Ordnung 1,...,n.

m Wiederhole folgenden Schritt: die oberste Karte vom Stapel
entnehmen und in den Stapel mit Wkeit 1/n einfugen.

m Markov Kette auf Sy,
m Azyklisch,irreduzibel,symmetrisch

= konvergiert nach u = (1/n!,...,1/n!).
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Karten mischen

m gegeben n Karten in der Ordnung 1,...,n.

m Wiederhole folgenden Schritt: die oberste Karte vom Stapel
entnehmen und in den Stapel mit Wkeit 1/n einfugen.

m Markov Kette auf Sy,
m Azyklisch,irreduzibel,symmetrisch

= konvergiert nach u = (1/n!,...,1/n!).

Wie schnell?
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Wie misst man die “Gute” einer Verteilung (q):?

Variationsdistanz von g und u

la—ul = 5 3 o) - (o)
TESh

= LK |0t(S) — u(S)|-
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Sei ¢ > 0 und k = nlogn + cn. Dann gilt

ltop™ —u|| < e~
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Sei ¢ > 0 und k = nlogn + cn. Dann gilt

ltop™ —u|| < e~

Stark-uniforme Halteregel:
Halte, sobald die Karte n zum ersten Mal in den Stapel eingefiigt
wurde.
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m gegeben Karten in der Ordnung 1,...,n

m Wiederhole die folgende Operattion: teile den Stapel in zwei
Teilen

m “Verschachtle” diese.
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m gegeben Karten in der Ordnung 1,...,n

m Wiederhole die folgende Operattion: teile den Stapel in zwei
Teilen

m “Verschachtle” diese.
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il or=id
Rif(m) = ¢ & = besteht aus zwei aufsteigenden Sequezen.
0 sonst
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Ml or=id
Rif(m) = ¢ & = besteht aus zwei aufsteigenden Sequezen.
0 sonst

= Wahle eine der 2" mdglichen Teilmengen der n Karten
gleichverteilt.

m Lege diese nach oben.
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n+1

o T =id
Rif(m) = ¢ & = besteht aus zwei aufsteigenden Sequezen.
0 sonst

= Wahle eine der 2" mdglichen Teilmengen der n Karten
gleichverteilt.

m Lege diese nach oben.

m Markiere alle Karte mit 0, 1 unabh., gleichv. mit Wkeit 1/2.
m Lege die 0-Karten nach oben.
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Nach k Schritten gilt:

: i
Irif* —ull <1- ] (1—2—k).

i€[n—1]
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Nach k Schritten gilt:

: i
Irif* —ull <1- ] (1—2—k>.

i€[n—1]

Stark-uniforme Halteregel:
Halte, sobald alle Karten verschiedene Nummer by, ..., b;
zugewiesen bekommen haben.
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