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Definition

Eine (endl.) Markov-Kette (mit diskreter Zeit) über der
Zustandsmenge S = {0, . . . , n − 1} besteht aus

einer unendlichen Folge von Zufallsvariablen (Xt)t∈N0
, Xt ∈ S

und

einer Startverteilung q0 =
(

(q0)0 , . . . , (q0)n−1

)

mit (q0)i ≥ 0

und
∑n−1

i=0 (q0)i = 1, d.h. P [X0 = i] = (q0)i und

Übergangswahrscheinlichkeiten mit:
Für alle I ⊆ {0, . . . , t − 1} und i, j, sk ∈ S (k ∈ I) gilt:

P [Xt+1 = j |Xt = i ] = P [Xt+1 = j |Xt = i ∧ Xk = sk∀k ∈ I ],

sofern P [Xt = i] 6= 0, P [Xk = sk ] 6= 0, k ∈ I.
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Sind die Übergangswahrscheinlichkeiten P [Xt+1 = j |Xt = i ]
unabhängig von der Zeit t , so schreiben wir

pij := P [Xt+1 = j |Xt = i ]

Eine solche Markov-Kette heißt (zeit)homogen und

P := (pij)0≤i,j<n

ist die dazugehörige Übergangsmatrix .
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Lemma

Sei eine Markov-Kette mittels Übergangsmatrix P und
Startverteilung q0 gegeben. Bezeichne mit (qt)i = P [Xt = i]. Dann
gilt

qt+1 = qt · P
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Lemma

Sei eine Markov-Kette mittels Übergangsmatrix P und
Startverteilung q0 gegeben. Bezeichne mit (qt)i = P [Xt = i]. Dann
gilt

qt+1 = qt · P

Korollar

1 qt = qt−1 · P = qt−2 · P · P = . . . = q0 · P t

2 qt+k = qt+k−1 · P = . . . = qt · Pk

3 p(k)
i,j := P [Xt+k = j |Xt = i ] =

(

Pk
)

i,j
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Beweis: Wir benutzen den Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit:
Sei

⋃n
i=1 Bi ⊇ A und Bi ∩ Bj = ∅. Dann ist

P [Xt+1 = j] =
n−1
∑

i=0

P [Xt+1 = j |Xt = i ] · P [Xt = i]

⇔ (qt+1)j =
n−1
∑

i=0

(qt)i · pij

⇔ qt+1 = qt · P
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Definition

Sei P eine Übergangsmatrix einer Markov-Kette und π eine
Wahrscheinlichkeitsverteilung. Ist π = π · P, so nennen wir π eine
station äre Verteilung der Markov-Kette.

Fragen:

Eindeutigkeit?

Konvergenz?
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Definition

Eine Markov-Kette heißt irreduzibel , wenn ∀i, j ∈ S eine Zahl
k ∈ N existiert mit p(k)

i,j > 0. (D.h. der gerichtete Graph ist (stark)
zusammenhängend).
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Definition

Eine Markov-Kette heißt irreduzibel , wenn ∀i, j ∈ S eine Zahl
k ∈ N existiert mit p(k)

i,j > 0. (D.h. der gerichtete Graph ist (stark)
zusammenhängend).

Satz

Jede irreduzible Markov-Kette besitzt eine eindeutige stationäre
Verteilung π.
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Definition

Sei Ri := {t ∈ N|p(t)
ii > 0} die Menge der Schrittzahlen mit einer

positiven
”
Rückkehrwahrscheinlichkeit zum Zustand i“.
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Definition

Sei Ri := {t ∈ N|p(t)
ii > 0} die Menge der Schrittzahlen mit einer

positiven
”
Rückkehrwahrscheinlichkeit zum Zustand i“.

Dann ist die Periode von Zustand i ist definiert als der ggT der
Menge Ri .
Hat der Zustand i die Periode 1, dann nennen wir ihn aperiodisch .
Eine Markov-Kette heißt aperiodisch, wenn alle Zustände
aperiodisch sind.

Satz

Der Zustand i ∈ S ist aperiodisch genau dann, wenn

∃t0 ∈ N mit p(t)
ii > 0 ∀t ≥ t0.
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Beweis: (⇐) Klar, denn z.B. sind dann t0, t0 + 1 ∈ Ri und
ggT (t0, t0 + 1) = 1.
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Beweis: (⇐) Klar, denn z.B. sind dann t0, t0 + 1 ∈ Ri und
ggT (t0, t0 + 1) = 1.
(⇒) Konsequenz des Euklidischen Algorithmus:

∀r1, r2 ∈ N∃t0∀t ≥ t0 ∃x , y ∈ N0 : t · ggT (r1, r2) = xr1 + yr2. (1)
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Beweis: (⇐) Klar, denn z.B. sind dann t0, t0 + 1 ∈ Ri und
ggT (t0, t0 + 1) = 1.
(⇒) Konsequenz des Euklidischen Algorithmus:

∀r1, r2 ∈ N∃t0∀t ≥ t0 ∃x , y ∈ N0 : t · ggT (r1, r2) = xr1 + yr2. (1)

Da i aperiodisch ist, wissen wir, dass es zwei Schrittzahlen
r1, r2 ∈ Ri geben muss, so dass ggT (r1, r2) = 1 gilt. Dann gilt:

pt
ii = pxr1+r2b

ii ≥ (p(r1)
ii )x · (p(r2)

ii )y , (2)
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Beweis: (⇐) Klar, denn z.B. sind dann t0, t0 + 1 ∈ Ri und
ggT (t0, t0 + 1) = 1.
(⇒) Konsequenz des Euklidischen Algorithmus:

∀r1, r2 ∈ N∃t0∀t ≥ t0 ∃x , y ∈ N0 : t · ggT (r1, r2) = xr1 + yr2. (1)

Da i aperiodisch ist, wissen wir, dass es zwei Schrittzahlen
r1, r2 ∈ Ri geben muss, so dass ggT (r1, r2) = 1 gilt. Dann gilt:

pt
ii = pxr1+r2b

ii ≥ (p(r1)
ii )x · (p(r2)

ii )y , (2)

(1) und (2) ergeben nun

p(r1)
ii > 0, p(r2)

ii > 0, ⇒ ∃t0 ∀t ≥ t0 : p(td)
ii > 0. (3)

2
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Eine irreduzible, aperiodische Markov-Kette heißt ergodisch.
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Definition

Eine irreduzible, aperiodische Markov-Kette heißt ergodisch.

Satz (Fundamentalsatz für ergodische Markov-Ketten)

Jede ergodische Markov-Kette konvergiert gegen eine eindeutige
stationäre Verteilung

lim
t→∞

qt = π.
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Beweisskizze

Sei (Xt)t∈N0 eine Markov-Kette und (Yt)t∈N0 eine unabhängige
stationäre Kopie von (Xt)t∈N0 .
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Beweisskizze

Sei (Xt)t∈N0 eine Markov-Kette und (Yt)t∈N0 eine unabhängige
stationäre Kopie von (Xt)t∈N0 .
Das bedeutet, dass (Yt) gleiche Übergangswahrscheinlichkeiten
besitzt, die Übergänge aber unabhängig von (Xt) ausführt und als
Startverteilung die stationäre Verteilung hat.
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Beweisskizze

Sei (Xt)t∈N0 eine Markov-Kette und (Yt)t∈N0 eine unabhängige
stationäre Kopie von (Xt)t∈N0 .
Das bedeutet, dass (Yt) gleiche Übergangswahrscheinlichkeiten
besitzt, die Übergänge aber unabhängig von (Xt) ausführt und als
Startverteilung die stationäre Verteilung hat. Wir definieren nun
(Zt)t∈N0 durch

Zt = (Xt , Yt).

Dann gilt:

1 (Zt)t∈N0 ist eine Markov-Kette.

2 Sind Xt und Yt ergodisch, dann ist Zt ergodisch.
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Beweisskizze

Sei
H := max{T(ix ,iy ),(ix ,iy ) : (ix , iy ) ∈ S × S}

den Zeitpunkt, zu dem die Kette (Zt) unabhängig vom Startpunkt
aus jeden möglichen Treffpunkt von (Xt) und (Yt) erreicht hat.
Aus Endlichkeit von S × S und Irreduzibilität con (Zt) folgt

P[H < ∞] = 1 bzw. lim
t→∞

P[H > t ] = 0.

Das heisst, dass (Xt) und (Yt) sich mit Sicherheit treffen werden.
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Beweisskizze

Sei
H := max{T(ix ,iy ),(ix ,iy ) : (ix , iy ) ∈ S × S}

den Zeitpunkt, zu dem die Kette (Zt) unabhängig vom Startpunkt
aus jeden möglichen Treffpunkt von (Xt) und (Yt) erreicht hat.
Aus Endlichkeit von S × S und Irreduzibilität con (Zt) folgt

P[H < ∞] = 1 bzw. lim
t→∞

P[H > t ] = 0.

Das heisst, dass (Xt) und (Yt) sich mit Sicherheit treffen werden.
Für jeden Zeitpunkt t ≥ H gilt nun P[Xt = s] = P[Yt = s], da (Xt)
und (Yt) ab dem Zeitpunkt H die gleiche Verteilung besitzen.
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Karten mischen

Top-in

gegeben n Karten in der Ordnung 1, . . . , n.
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Wiederhole folgenden Schritt: die oberste Karte vom Stapel
entnehmen und in den Stapel mit Wkeit 1/n einfügen.
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Hàn, Hiê.p HU Berlin 21. Mai 2008



Markov Ketten

Karten mischen
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Karten mischen

Top-in

gegeben n Karten in der Ordnung 1, . . . , n.

Wiederhole folgenden Schritt: die oberste Karte vom Stapel
entnehmen und in den Stapel mit Wkeit 1/n einfügen.
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Markov Kette auf Sn
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Karten mischen

Top-in

gegeben n Karten in der Ordnung 1, . . . , n.

Wiederhole folgenden Schritt: die oberste Karte vom Stapel
entnehmen und in den Stapel mit Wkeit 1/n einfügen.

Eigenschaften

Markov Kette auf Sn

Azyklisch,irreduzibel,symmetrisch

⇒ konvergiert nach u = (1/n!, . . . , 1/n!).
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Karten mischen

Top-in

gegeben n Karten in der Ordnung 1, . . . , n.

Wiederhole folgenden Schritt: die oberste Karte vom Stapel
entnehmen und in den Stapel mit Wkeit 1/n einfügen.

Eigenschaften

Markov Kette auf Sn

Azyklisch,irreduzibel,symmetrisch

⇒ konvergiert nach u = (1/n!, . . . , 1/n!).

Wie schnell?
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Wie misst man die “Güte” einer Verteilung (q)t ?

Definition

Variationsdistanz von q und u

‖q − u‖ =
1
2

∑

π∈Sn

|qt(π) − u(π)|

= max
S⊆Sn

|qt(S) − u(S)|.
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Satz

Sei c > 0 und k = nlogn + cn. Dann gilt

‖top∗k − u‖ ≤ e−c
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Satz

Sei c > 0 und k = nlogn + cn. Dann gilt

‖top∗k − u‖ ≤ e−c

Stark-uniforme Halteregel:
Halte, sobald die Karte n zum ersten Mal in den Stapel eingefügt
wurde.
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Riffle - informal

gegeben Karten in der Ordnung 1, . . . , n

Wiederhole die folgende Operattion: teile den Stapel in zwei
Teilen

“Verschachtle” diese.
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Riffle:

Rif (π) =











n+1
2n π = id
1
2n π besteht aus zwei aufsteigenden Sequezen.

0 sonst
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Riffle:

Rif (π) =











n+1
2n π = id
1
2n π besteht aus zwei aufsteigenden Sequezen.

0 sonst

Invers-Mischen

Wähle eine der 2n möglichen Teilmengen der n Karten
gleichverteilt.

Lege diese nach oben.
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Riffle:

Rif (π) =











n+1
2n π = id
1
2n π besteht aus zwei aufsteigenden Sequezen.

0 sonst

Invers-Mischen

Wähle eine der 2n möglichen Teilmengen der n Karten
gleichverteilt.

Lege diese nach oben.

Markiere alle Karte mit 0, 1 unabh., gleichv. mit Wkeit 1/2.

Lege die 0-Karten nach oben.
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Satz

Nach k Schritten gilt:

‖rif ∗k − u‖ ≤ 1 −
∏

i∈[n−1]

(

1 −
i

2k

)

.
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Satz

Nach k Schritten gilt:

‖rif ∗k − u‖ ≤ 1 −
∏

i∈[n−1]

(

1 −
i

2k

)

.

Stark-uniforme Halteregel:
Halte, sobald alle Karten verschiedene Nummer bk , . . . , b1

zugewiesen bekommen haben.
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