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1 Einleitung

Der folgende Inhalt basiert auf dem Artikel ,,A Short Proof of the Hajnal-Szemerédi
Theorem on Equitable Colouring® von H.A. Kierstead und A.V. Kostochka [1]. Der
Artikel beinhaltet einen Beweis des Hajnal-Szemerédi-Theorems iiber gleichméfBige
Farbungen und die Laufzeitanalyse eines daraus abgeleiteten Polynomialzeitalgo-
rithmus.

Aber zunéchst folgende grundlegende Definitionen:

Definition (k-Fiarbung):
Eine Abbildung f: V(G) — {1,2,...,k} heifit k-Féirbung, wenn fir alle Kanten
{u,0} € B(G) gilt f(u) # [(0).

Definition (gleichméflige Farbung):
Eine gleichmdfsige k-Fdrbung f ist eine k-Farbung, bei der sich die Grofle zweier
Farbklassen um maximal eins unterscheidet.

Der folgende Satz wurde bereits 1964 von Erdds [2] vermutet und 1970 von A. Hajnal
und E. Szemerédi [3] bewiesen.

Theorem (Hajnal-Szemerédi):
Ein Graph G mit Maximalgrad A(G) < r hat eine gleichméaBige (r + 1)-Féarbung.

Der urspriingliche Beweis von A. Hajnal und E. Szemerédi war recht lang und kom-
pliziert. In [1] haben H.A. Kierstead und A.V. Kostochka nun einen kiirzeren Be-
weis verdffentlicht. Aus diesem Artikel werde ich den Beweis des Hajnal-Szemerédi-
Theorem {iiber gleichméfige Féarbungen vorstellen.

2 Definitionen und Lemmata

Sei r + 1 die gewiinschte Anzahl an Farbklassen eines Graphen G. Man kann davon
ausgehen, dass die Anzahl der Knoten |V (G)| durch r 4 1 teilbar ist.

Lemma 1:
O.B.d.A. gilt |[V(G)| = s(r + 1) fiir ein s € N.

Beweis:

Sei die Anzahl der Knoten nicht durch r+1 teilbar. Dann lésst sie sich schreiben als
[V(G)| =s(r+1) —pmit p e {1,...,r} und man kann den Graphen G' = G + K,
betrachten, der sich aus der disjunkten Vereinigung von G und dem vollstdndigen
Graphen mit p Knoten K, ergibt. Fiir diesen Graphen G’ gilt A(G') < r und
[V(G")| = s(r+ 1). Wenn man nun eine beliebige gleichméBige (r + 1)-Farbung
von G’ gegeben hat und diese auf den Graphen G einschrankt, erhélt man eine
gleichméfige (r 4+ 1)-Farbung auf G. O
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Fiir den eigentlichen Beweis werden einige Definitionen benétigt:

Definition (fast gleichmiflige Farbung):

Eine fast gleichmdfige (r+1)-Firbung f ist eine (r 4+ 1)-Fiarbung, bei der alle Farb-
klassen die gleiche Grofle s haben, bis auf eine grofie Farbklasse VfJr der Grofle s 41
und eine kleine Farbklasse V™ der GroBie s — 1.

Abb. 1: Fast gleichméfige 4-Féarbung f auf dem Graphen G

Definition (dx(y)):
Fiir einen Knoten y und eine Menge von Knoten X sei dx(y) := |N(y) N X| die
Anzahl der Nachbarn von y, die in X liegen.

Im Folgenden werden mit U, V, W, ... Farbklassen bezeichnet.

Definition (verschiebbar):
Ein Knoten y € V(G) heifit in eine Farbklasse W verschiebbar, wenn y keine Nach-
barn in W hat, d.h. dw(y) = 0.

Definition (Hilfsdigraph Hy):

Seien ein Graph G und eine fast gleichméflige Farbung f gegeben, dann ist der
Hilfsdigraph Hy := H;(G) definiert durch V(Hy) := {V | V ist Farbklasse von G}
und E(Hy) :={(V1,Va) | Vi, Vo € V(Hy) und Jy € Vi: N(y) N Va =0}

L

f

Abb. 2: Hilfsdigraph H; von G

Der Hilfsdigraph Hy besitzt also genau dann eine gerichtete Kante zwischen zwei
Farbklassen Vi und V5, wenn ein Knoten y € V; existiert, der nach V5 verschiebbar
ist. Somit bedeutet eine gerichtete Kante (V7,V3), dass man einen Knoten aus Vj
mit der Farbe von V5 umfarben kann.

Definition (A, By, Af, Bg):
Ap=A;(Hy) :={V |V € V(H;) und es ex. ein Pfad von V nach V;” in Hy}
By =By(Hy) :={V |V € V(Hy) und es ex. kein Pfad von V nach V" in Hy}

Weiterhin sei Ay := |J V und By := | V.
VeAy VeBy
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Hf:

AN /Q

.Af Vf+ i B f
Abb. 3: Af, By im Hilfsdigraphen H

Bemerkung:
Es gﬂt ‘.Af| + |Bf| =r+1und Af U Bf = V(G)

Lemma 2:
Wenn G eine fast gleichméfige (r + 1)-Farbung f hat mit Vf+ € Ay, dann hat G
eine gleichméfige (r + 1)-Farbung.

Beweis:

Vf+ € Ay heift, es existiert ein Pfad VfJr =W Vi ... Vi =V, in A;. Nun enthalt
die Farbklasse Vj fiir j = 0,...,k — 1 jeweils einen Knoten y;, der keinen Nachbarn
in Vj 41 hat, somit kann dieser Knoten nach V;; verschoben werden. Wenn man dies
fiir alle j getan hat, erhdlt man eine gleichméBige (r + 1)-Féarbung. O

Lemma 3:
Sei f eine fast gleichméfige (r 4+ 1)-Férbung, dann gilt fiir jeden Knoten y € By
i, (y) < |By| 1.

Beweis:

Wenn der Knoten y in By liegt, hat y zu jeder Farbklasse in A; wenigstens eine
Kante, denn sonst wire y in eine Farbklasse aus A, verschiebbar und damit die zu
y gehorige Farbklasse in Aj.

Somit gilt da,(y) > |Af| und da d(y) = da,(y) +dp,(y) < r = |As| + |Bs| — 1 folgt
Ay (y) < |Af + 1By = 1= da, (9) < By] - 1. 0

Definition (terminale Farbklasse):
Eine Farbklasse U € Ay heifit terminal, wenn V;~ von jeder Farbklasse W € A\ {U}
im Digraphen Hy — U aus erreichbar bleibt, sonst heifit U € Ay nicht-terminal.

Abb. 4: Terminale und nicht-terminale Farbklassen in Af
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Definition (U, A%, A%):

Man wihle eine beheblge nicht-terminale Farbklasse U, so, dass die Anzahl der
Farbklassen, von denen aus man V;~ nicht mehr erreichen kann, minimal ist. Es sel
A = A4 (Up) :== {V € Ay | es ex. kein Pfad von V nach V" in Hy — Up} und
A=A U) = U V.

!
VeAf

Hf:

'Af nul “terminal

Abb. 5: Up und A’ im Hilfsdigraphen H;

Bemerkung:
In A} sind alle Farbklassen terminal, sonst wurde Uy nicht richtig gewéhlt.

Definition (spezieller Nachbar):
Sei ein Knoten z € W € A’ gegeben. Ein Knoten y € By heifit spezieller Nachbar
von z, wenn Ny (y) = {z}.

|
- ! S+
(( ) w | Vi
|
T : spez. Nachbar O
l von z /
kein spez.

Nachbar von z Bf

\_

Abb. 6: Spezieller Nachbar von z

Lemma 4:
Wenn die Farbklasse Vf+ in By liegt, dann existiert ein Knoten z € W € A,
a) der einen speziellen Nachbarn y; hat und in eine Farbklasse aus Ay \ W
verschiebbar ist, oder
b) der zwei nicht adjazente spezielle Nachbarn y;, y2 in By hat.

Der Beweis von Lemma 4 wird in Abschnitt 4 skizziert. Zunachst wird das Theorem
mit Hilfe der bereits aufgefithrten Lemmata bewiesen.

3 Beweis

Der Beweis wird zwei ineinander geschachtelte vollsténdige Induktionen beinhalten.
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Beweis (Hajnal-Szemerédi):

Vollstindige Induktion (1) iiber |E(G)|:
Induktionsanfang (1):
Fiir |[E(G)| = 0 gilt das Hajnal-Szemerédi-Theorem trivialerweise.
Induktionsschritt (1):
Es gelte fiir den Maximalgrad von G: A(G) < r.
Wenn man eine Kante {z,y} aus G entfernt, gilt A(G — {z,y}) <r. Somit
kann man die Induktionsvoraussetzung (1) anwenden und G — {z, y} erhilt eine
gleichméBige (r 4+ 1)-Farbung.
Es kénnen nun 2 Fille eintreten:

1.

x und y haben verschiedene Farben:
Dann kann man die Kante wieder einfiigen und ist fertig.
x und y haben die gleiche Farbe:
Da d(xz) < r und die Kante {z, y} zwei Knoten der gleichen Farbe verbindet,
kann man z in eine andere Farbklasse verschieben. Man erhélt eine fast
gleichméBige (r + 1)-Féarbung f.
Vollstindige Induktion (2) iiber |By|:
Induktionsanfang (2):
Wenn [B;| = 0 ist, muss V" € A sein. Mit Lemma 1 folgt dann die
Existenz einer gleichmifligen (r + 1)-Féarbung.
Induktionsschritt (2):
Wenn Vf+ € Ay folgt die Induktionsbehauptung wieder mit Lemma 1.
Sei also Vf+ € By. Es ldsst sich Lemma 3 anwenden, womit ein Knoten
z € W e A} existiert, der
a) einen speziellen Nachbarn y; hat und in eine Farbklasse X € A \W
verschiebbar ist, oder
b) zwei nicht adjazente spezielle Nachbarn y;, y» in By hat.

In beiden Fillen hat z einen speziellen Nachbarn y,. Man betrachte
zunéchst den induzierten Teilgraphen auf By \ {y1}. Nach Lemma 2 gilt
dp,(y) < |By| — 1 fiir jeden Knoten y € By \ {y:}. Damit kann man
auf diesem Teilgraphen die Induktionsvoraussetzung (1) anwenden und
erhélt eine gleichméBige |B|-Farbung.

o

C

gleichméflige 3
| B;|-Féarbung
Abb. 7: GleichméBige |B¢|-Farbung auf dem induzierten Teilgraphen
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Im Fall a) kann man nun z in die Farblasse X verschieben, und seinen
speziellen Nachbarn y; in die Farbklasse W \ {z}. Man erhélt eine neue
Féarbung, die eine fast gleichméfige (r + 1)-Farbung ist. Da W in Ay
terminal war, d.h. V" von allen anderen Farbklassen aus Ay \ {W} er-
reichbar gewesen ist, war V; ua. von X aus erreichbar, also ist Vi jetzt
auch in der neuen Farbung von X U {z} aus erreichbar. Nun kann man
Lemma 1 anwenden und erhilt eine gleichméflige (r + 1)-Farbung.

Hy: i Y Q
T O
Af Al i | gleich?néiﬁige B

|By|-Féarbung
Abb. 8: Verschiebung von Knoten im Fall a)

Im Fall b) reicht es davon auszugehen, dass z nicht in eine andere Farb-
klasse geschoben werden kann. Wenn das der Fall ist, hat z zu jeder der
Farbklassen aus Ay \ {WW} eine Kante, somit gilt d,(z) > | Ay —1, also
dasupny(2) = | Ayl Es folgt dpp\qy,)(2) < [By| — 1. Daher existiert eine
Farbklasse Y € By, in die z verschiebbar ist. Man verschiebe z in diese
Farbklasse Y und den speziellen Nachbarn y; in die Farbklasse W'\ {z}.

gleichméBige B
|By|-Féarbung

Abb. 9: Verschiebung von Knoten im Fall b)

Es ergibt sich eine neue fast gleichméflige (r + 1)-Farbung f*, wobei
Vil =Y U{z} die neue groBe Farbklasse ist.
Fir f* gilt nun |By-| < |By|, denn
e alle Farbklassen aus Ay \ {WW} sind auch in A+ enthalten.
o (W\{z})U{y1} ist ebenfalls in A enthalten, da z ohnehin nicht
in eine Farbklasse aus Ay \ {WW} verschoben werden konnte.
e Weiterhin ist die Farbklasse, die yo enthélt, in A~ enthalten. Denn
Yo hatte nur eine Kante nach W, ndmlich die zu z, und ¥, ist nicht
adjazent zu y;. Folglich ist y, in die Farbklasse (W \ {z}) U {1}
verschiebbar.
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H * . :
f |
Q WA\ {2} U {yi} D Q

£

Abb. 10: Neue Férbung f* mit [Bs«| < |By|

Durch Anwendung der Induktionsvoraussetzung (2) erhélt man eine
gleichméBige (r + 1)-Férbung des Graphen. O

4 Anmerkungen

Lemma 3
Um Lemma 3 zu beweisen, muss man zunéchst das folgende Hilfslemma zeigen.

Hilfslemma:

Wenn eine Farbklasse W € A’f existiert, so dass sich kein Knoten z € W, der einen
speziellen Nachbarn besitzt, in eine Farbklasse aus Ag\ {W} verschieben lésst, dann
gilt [By| +1 < | A% und jeder Knoten y € By ist ein spezieller Nachbar.

Beweisskizze (Hilfslemma):

Sei S die Menge aller Knoten aus W, die einen speziellen Nachbarn haben. Mittels
dp,(2) < |Bf|, Vz € S und dp,(z) < |A}| + |By|, Vo € W kann man die Anzahl der
Kanten zwischen W und B abschitzen. Dabei muss man fiir die obere Schranke die
zu Knoten aus W inzidenten Kanten, fiir die untere Schranke die zu Knoten aus By
inzidenten Kanten zéhlen und die spezieller-Nachbar-Eigenschaft ausnutzen. Man
erhalt

2-(IBsl - W[ +1) = |By| - |S]| < [E(W,Bp)| < |By| - [W]+[Af| - [W\ 5.

Damit folgt |By| + 1 < |A}|.

Weiterhin ist die Anzahl der Farbklassen in A; mit mehr als einem Nachbarn von
y € By hochstens d(y) — |A¢| — dp(y). Dadurch erhélt man fiir die Menge der Kno-
ten SY := {z € W € A} | W beliebig, z hat den speziellen Nachbarn y}, dass sie ei-
ne Kardinalitdt von mindestens |A’;| —[By| + 1+ dp,(y) hat.Mit obigem folgt dann,
dass jeder Knoten y € By ein spezieller Nachbar ist. O

Beweisskizze (Lemma 3):
Man nimmt an, dass jeder Knoten z, der einen speziellen Nachbarn y; hat, nicht in
eine Farbklasse aus Ay \ {W} verschiebbar ist und jeder weitere spezielle Nachbar
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Yo adjazent zu y; ist. Damit bilden die speziellen Nachbarn eine Clique. Wenn man
nun das Hilfslemma anwendet und eine Gewichtsfunktion p mit

B .
iz, y) = o Spez.|N’; ‘chbarn —— , falls y spez. Nachbar von x ist
’ 0 , sonst

auf den Kanten zwischen A, und By einfiihrt, lisst sich

WAL B = Y p(zy)

zeA},yer

einmal von oben und einmal von unten abschétzen, was den Widerspruch liefert. O

Polynomialzeitalgorithmus

Ein Polynomialzeitalgorithmus fiir gleichméflige Farbungen wurde zuerst von M.
Mydlarz und E. Szemerédi gefunden. Kurze Zeit spater haben H.A. Kierstead und
A.V. Kostochka in ihrem hier betrachteten Artikel ebenfalls einen Polynomialzeit-
algorithmus angegeben, der auf ihrem Beweis aufbaut.

Dazu werden zunéchst sémtliche Kanten aus dem Graphen entfernt und trivialer-
weise eine gleichméfige (r 4+ 1)-Farbung bestimmt. In jedem folgenden Schritt ¢
werden alle zu einem Knoten v; inzidenten Kanten hinzugefiigt und der Knoten v;
gegebenfalls so verschoben, dass man eine fast gleichméfiige Farbung erhalt. Aus
dieser kann man, wie im Beweis, durch Unterscheiden der 2 Félle eine gleichméfige
(r + 1)-Farbung konstruieren.

Induktiv iiber |By| wird bewiesen, dass das in ¢(|By| + 1)n® Schritten moglich ist.
Dabei ist insbesondere das Hilfslemma von Bedeutung.

Damit findet der Algorithmus eine gleichméBige (r + 1)-Férbung in einer Laufzeit
von O(n?).
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